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LIGNES DE PARTAGE DES EAUX. COWil~NT L'EXPLICITER
EN TEIDiIESDE TRANSFORMATION F'ONCTIONlffiLLE?

Les algorithmes de lignes de partage des eaux tels Qu'ils
sont definis, font intervenir des transformations sur des seuils
de fonctions. Cette procedure a l'inconvenient d'~tre longue
lorsQue le nombre de niveaux de gris de l'image a traiter est assez
important. 11 peut done ~tre interessant de chercher une procedure
plus rapide Qui ne prendrait pas en compte a chaQue etape les seuils
de la fonction, mais directement la fonction elle-m~me. Cette note
montre comment on peut y parvenir, et Quel1es sont les relations qui
existent entre ce type de transformations et les amincissements de
fonctions.

Dans tout ce qui suit, et sauf indication contraire, les algo-
rithmes et les definitions seront donnes dans un cadre digital. Les
images sont des fonctions digitalisees en trame hexagonale, positives
et bornees. On designera par ill la plus grar~e valeur de gris prise
par la fonction.

R.appelons QU':!lquesdefinitions et notations.
Designons la fonction par :f et par {Xl(f)}, 1 'ensemble de ses

seuils ..
Xi (f) {x r Z2 f(x) < i}== I;: ,

Construire la ligne de partage des eaux consiste a "inonder"
la surface topographiQue dessinee par le sous-graphe de f. C'est
une procedure assez complexe. Avant de la clecrire dans son integra-
lite, rappelons quelques notations.

Etant donne un doublet T == (T1 ,T2), l'epaississement et
l'amincissement de X par T seront notes respectivement :
X 0 T et X 0 T. De la m~me fagon, on designera par {Ti} la sequence
d'elements structurants obtenus par rotations successives de l'element
T. Deux transformations sequentielles peuvent ~tre definies, et
notees respectivement X 0{Ti} et {X 0 Ti} :;
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Cette deuxieme transformation est encore appelee epaississement
en permutation (Des definitions similaires existent pour l'amincisse-
ment).

On peut encore definir l'epaississement conditionnel de X,
a l'interieur d'un ensemble Y, note (x ® T, Y) :

(x ® T, Y) = (x ® T) n Y

La suite d'elements structurants peut ~tre infinie et repeti-
tive. Ainsi, la suite:

01250T , T , T ~•••,T , T , T1, ••• etc ••• sera note {T} sans
precision supplementaire.

Ces notations etant precisees, explicitons l'algorithme de
construction eJe la ligne de partage des eaux d tune fonction :L
C'est un algorithme en deux etapes : la premiere consiste a epaissir
1'ensemble des points inondes au niveau i a l'interieur du niveau
x. 1 (on propage en quelque sorte l'inondation), la deuxieme consiste~+a rajouter a l'ensemble ainsi obtenu, l'ensemble des minima de la
fonction apparus a cette altitude (figure 1).

et
de

En designant par Yi l'ensemble des points inondes au niveau i,
par z. l' l'ensemble des minima a 1'altitude i+1, la procedurel+
construction peut s'ecrire :

Yi+1 = ((Yi G{M}, xi+1) ®{F.}, xi+1) U Zi+1' avec

Zi+1 = Xi+1 / (Yi ${B}, Xi+1)



Z. 1 est done l'ensemble des points de X. 1 qui ne sont pas~+ ~+
a une distance geodesique finie de Yi (voir [1]). lIs s'obtiennent
bien en reconstituant X. 1 a partir de Y., comme l'indique la formule~+ ~

L'epaississement conditionnel de Yi fait intervenir deux
elements structurants : 1'un M, preservant l'homotopie, et l'autre E
dont la fonction essentielle est l'ebarbulage :

••
o

La figure 2 montre comment interviennent ces"deux elements
structurants.
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Figure 2 : Detail de l'algorithme

o
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La procedure doit ~tre initialisee, en posant Y-1 = ¢.

L'algorithme tel qu'il a ete decrit, presente un inconvenient
majeur : il travaille sur les seuils de la fonction, et surtout
il travaille par propagation d'une zone inondee (Yi) : on part des
niveaux les plus bas, et on inonde la topographie niveau par niveau.
Du fait de la seconde caracteristique, l'algorithme semble done a
priori peu propiee a une formulation explieite.



On peut neanmoins analyser Ie probleme localement (c'est-a.-dire
dans un hexagane elementaire), de :Lafagon suivante :

Soit x un point quelconque du graphe de f, et H l'hexagone
elementaire centre en ce point. Supposons qu'apres l'iteration i,
Ie point x ne sait pas "mouil1e". Nous marquons d'un 1, les points
du contour "mouilles" et d 'un ¢ les points :secsapres 1 'iteration i.
La question a.laquelle on doit repondre est: Quels seront les points
x de G(f) qui seront, a.coup sUr mouilles a.1 'iteration i+1 ?

- La premiere est de ne pas ~tre mouilles a.l'iteration i. Si nous
designons par T2 l'ensemble des points mouilles a.l'iteration i dans
1 'hexagone H centre en x, et par T1 1 'ensem"bledes points sees, on
doit done avoir :

Sup fey) < f(x)
YET2

- La deuxieme est d'~tre mouilles a.1 'iteration i+1. Pour cela, x
doit ~tre Ie point Ie mains eleve de l'ensemble des points sees a.
I 'iteration i, ce que l'on peut exprimer par:

f(x) ::;Inf fey)
yET1

Ensuite, son altitude doit ~tre superieure de une unite a
l'altitude du point mouille Ie plus eleve a.I 'iteration i, soit

f(x) = 1 + Sup fCy)
yET2

fey) + 1 = f(x) < Inf
yET1

- La troisieme condition porte sur les configurations T1 et T2, et
crest de loin la plus importante. En effet, en dehors des deux
conditions precedentes, Ie point x sera a.coup s-urmouille s'il
n'est pas susceptible d'appartenir a.la ligne de partage des eaux,



c'est-a-dire s'il n'est pas a la jonction de plusieurs composantes
mouilles. Explicitons cette condition sur un exemple :

1 1
o

1 0

L'ensemble T2 des points mouilles est constitue de deux compo-
santes connexes. Ces dellX composantes connexes peuvent ~tre connexees
(figure 3-a) ou bien appartenir a deux bassins versants differents
(figure 3-b), auquel cas x appartiendrait a la ligne de partage des
eaux. II est done impossible de dire, avec 1'information locale dont
nous disposons, que x sera a coup sfirmouille a l'iteration i+1,
m~me s'il verifie les deux conditions precedentes. Le seul cas OU
il sera possible de repondre a la question sera lorsque T2 (done
T1) sera constitue d'une seule composante connexe.
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Parmi les 14 configurations possibles pour (T1, T2), 6 repondent
a la condition. Ce sont
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On peut done condenser ces trois condition's en une seule
formule :

f(y)+1 = f(x) ~ 1nf
YET1

On a done une "condition d'inondation" exprimee non plus avec
les seuils X-: (f) mais directement a I 'aide de f(x) •

.J..

On peut a ce stade, eliminer la restrietion a l'iteration i+1,:
En effet, on peut detecter les points de G(f) obeJ'.ssanta la condi-
tion precedente. Ces points seront donc des points susceptibles
d'~tre inondes. Le complementaire de cet ensemble sera donc constitue
des points du graphe deja mouilles ou appartenant a la ligne de
partage des eaux ; On va donc incrementer de 1 l'altitude des points
deja mouilles (la hauteur de l'inondation augmente) ainsi que
l'altitude des points detectes comme faisant partie de la ligne d~
partage des eaux. Cette'derniere fagon de faire revient en quelque
sorte a construire, un barrage a partir des points de la LPE succes-
sivement apparus. C'est bien cette procedure qui en definitive va
propager l'inondation et par la m~me generer la L.P.E.

La condition d'inondation vue precedeillffientrappelle la fOIThule
explicite de l'amincissement de f par un element structurant T.En
effet si nous designons par f 0 T, la fonction amincie, on a :

f 0 T(x) = Sup fCy)
yET2

quand Sup. fey) < f(x) ~
YET2

f 0 T(x) = f(x), sinon

1m fez)
ZET1

(T = (T1,T2»
L'algorithme exprime precedemment peut s'ecrire :

quand :
1 + Sup fCy) = f(x) ~ 1nf fez)

YET2 ZET1
alors la valeur de la fonction au point x ne change pas~ On ecrira :
f I (x) = f(x), ou f I (x) est la fonction generee par 1 'algorithme
(fl(X) est la fonction d'inondation).



Ces deux expressions mises en parallel€ montrent que l'on
peut ecrire

Ainsi donc, l'algori t.b...mede ligne de pc,rtage de s eaux, en
termes de £onctions pourra s'ecrire

£aire
calculer

f' (x)
: £(x)

;:::f(x)
;:::Sup[f' O{T}(x), f'(x)-1] + 1

Reiterer les deux operations precedentes.

f (x) ;:::Sup [[Sup (f I 0 {M}, f'- 1)] (> {E}, f I - 1] + 1

La figure 4 donne l'ordinogramme comple:t de la ligne de
partage des eaux

rk:=ol--y---
f'(x) := f(x)

f(x) := Sup[[Sup(f' O{M}, f' - 1)] 0 {E}, f' -1] +1"1

LPE f (x) := f' (x) - k t



On trouvera planche 5 un exemple de transformation. On peut
egalement proceder par engloutissement de la surface topographique
il suffit d'ecrire la transformation sous la forme:

fex) = Sup[Sup(f' 0 {M}, i' - 1) 0 {El, i' - 1]

Cette formulation a l'avantage de ne pas incrementer la ionction
a chaque iteration.

Toutes ces procedures permettent de construire la ligne de
partage des eaux, ou du moins de mettre en evidence les points de2 ..Z tels que les points de G(i) qui leur correspondent appartiennent
a la L.P.E.

Ces procedures font appara1tre une nouvelle fonction deiinie
a partir de f ; cette fonction que nous appellerons g peut s'ecrire :

g(x) = Sup [ i 0 T, f-1J ex)

11 est interessant d'exprimer Xi(g) en fonction de Xi(f).
Le calcul montre que :

X. (f-1)J.

= n [XJ.(f)0 T*], CT* etant le dual de T)
~i

*= x. 1(f) n [n X.(f) 0 T], soit
:1.+ j2i J

* *= Xi+1(f) n (Xi(f) 0 T ) n (Xi+1(i) 0 T ) n ... etc •••

*X. 1 (f) eX. (i) eX. (f) 6) T:1.+ J J
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Planche 5 (suite2

f) les points non marques sont
au niveau 2.
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Planche 5 : fin

h) les points non marques
sont au niveau 3



X.; (g)..I..
*::: X. 1 (f) n (X. (f) 0 T )l+ l

*X. (g) == [X. (f) 0 T , X. 1 (f) ]l l l+

Cette transformation constitue un amincissement moins brutal
de la fonction f, comme Ie montre la figure 6.

Figure 6 : Comparaison entre f 0 T ei;Sup(f 0 T, f-1)

Nous appellerons cette transformation Iramincissement 'geodesique" ;
la reiteration de cette transformation genere une fonction dont les
minima constituent les bassins versants de la fonction f.

L'algorithme de L ..P"E. tel qu'il a ete decrit est certainement
plus rapide que sa version ensembliste. II est neanmoins plus lent
qu'un algorithme de squelette classique, obtenu en reiterant un
amincissement. Pourtant les deux processus sont tres similaires,
et on peut essayer de les comparer. En fait on peut montrer que les
transformations f 0 T et Sup(f 0 T, f~1) ou fest une fonction
bornee et T un element structurant quelconqu8, tendent vers la m~me
fonction limite g, lorsqu'on les reitere a l'infini.

Comme on travaille sur Z2, les deux transformations convergent
apres un nombre fini d'iterations. Si on designe par (f 0 T)(n) :::h(n),
la composition de l'amincissement n fois, et par Sup(f 0 T, f_1)(n):::g(n:
la composition de l'amincissement geodesique, on peut deja ecrire :



Soit done f, la fonetion a amineir. fest bornee 0 < f ~ m.
Soit x un fOint de Z2. Dans une premiere etape on essaiera de
eomparer h 1)(x) et g(k)(x), k etant une eonstante a determiner;.

Fosons f(x) = ao et h(1)(x) = (f 0 T)(x) = a1

Supposons que a1 = ao (le point x n'est pas aminei).
,Alors dans ce cas :

g(1)(x) = Sup[(f 0 T)(x), f(x)-1] = ai = f(x).

Supposons maintenant que ao > a1, et posons k = ao - a1•
On a alors :

a -1o

Sup fey) < fey) < f(x) < Inf fey:
YET2 YETi

Apres la premiere etape d'amincissement geodesique, les valeurs
des points de T~ ont au plus'diminue de 1. On a done:

I



fey) - 1 :s Inf
YET1

Sup f(y):= a1
YET2

(puisque h1(x) := Sup fey)
YET2

Les valeurs des points de T2, apras une etape d'amincissement
geodesique peuvent ne pas avoir change. On a done :

g(2)(X) := g(1)(x) - 1 :=f(x) - 2, uniquement si ao - a1
'1 d ' l' 0 dt' ., 'des G P us gran. ou ega a t._, apres ce qUl.prece e.



On peut done ~noneer :
Si la perte d'altitude d'un point du graphe est egale a k

apres une etape dtamincissement, il faudra k iterations d'amincisse-
ment geodesiqu~ pour atteindre la m~me altitude.

De la m~me fagon, si on considere i etapes d'amincissement,
la perte d'altitude sera a - a .• Elle est egale a la somme deso l
pertes d'altitude Ca. - a. 1) a chaque iteration Ca. - a. 1 pouvantJ J+ J J+ ..
~tre nul).

On aura done :
h(i)Cx) = g(k)(x),

En effet, il est important de constater que des qu'un point
est aminci par h, il l'est par g et reciproquement, et que les
inegalites reliant les points de T1 et T2 sont conservees bien que·
les valeurs Sup et Inf varient. A chaque etape d'amincissement,

T2 T1
correspondra a. - a. 1 amincissements geodesiques si I 'altitudeJ J+ ;diminue, un seul amincissement geodesique sinon, d'ou la formulation
de k.

Done, pour tout point x, il sera possible d'atteindre h(i)(x).
II suffira d'iterer l'amincissement geodesiQue k fois. En partieulier,
et comme fest tornee, on a :

hCn1)(x)?:: 0, ¥ x
n_1-1

n1 ~ k -- LJ sup(aj - aj+ 1,1) < n1 + m
j=¢

h(n1)(x) = g(n2)(x), ¥ x, avec n1 < ~ < n1 + m

Des que le nombre d'iterations de l'amincissement geodesique
depassera n1 + m, les deux fonctions seront egales.



11 est facile de constater que le resultat obtenu ici pour
les amincissements par T reste encore vrai pour toutes les combinai-
sons d'elements structurants {T}.

Cela mantre qu'il est equivalent d'effectuer, pour obtenir la
L.P.E.t un amincissement geodesique, ou bien un amincissement par
1M}, combine avec un ebarbulage (element {E}).

Les minima des deux fonctions seront identiques. Ces minirna sont
les bassins versants de la L.P.E.

Pour detecter les bassins versants de f', il suffira donc de
detecter les minima du s~ueletteebarbule def.

b) squelette de la
fonction



d) ligne de partage
des eaux

: construction de la ligne de partage des eaux
a l'aide du squelette.

11 n'est d'ailleurs pas evident que cette derniere procedure
sait plus rapide que l'amincissement geodesique. En effet, les
operations de squelette et d'ebarbulage doivent le plus souvent
~tre re~teres avant d'atteindre l'idempotence (figure 8).
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: fonction apres squelette : Une autre etape
de squelettisation est necessaire apres
l'ebarbulage.
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