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Boules maximales et squelette

Une boule B (x) de taille n et de centre x est maximale

dans l'ensemble X, s'il n'existe aucun autre indice k et aucun
autre centre y tels que:

B (x)0 B, (y]0 X n<k

Le squelette d'un ensemble X selon une famille de boules {B}

est le lieu geometrique des centres de toutes ses boules
maximales:

S(X) — {xD X : DBn(x) maximale}
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Formule de Lantuejoul

Le squelette par boules maximales
correspond aux residus d'ouver-
tures des erodés successifs de X :

s(x) = Ule (x)\ [y o¢ (X))

iUN

« Chaque residu r. (note aussi S,) est le lieu des centres des
boules maximales de rayon |

* | es boules maximales sont définies sur les familles

homogenes de boules obtenues par les dilatations successives
de la boule élementaire B,
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Propriéetes, rappels

A chaque point x du squelette, on peut associer une fonction
g(x) prenant la valeur du rayon de la boule maximale
implantée au point x. Cette fonction est appelée fonction
d'étancheité ou fonction d’extinction

q(x)=n:xl] S(X),Bn (x) maximale

L'ensemble X peut étre construit a partir du squelette et de la

fonction d'extinction:
x = Js'(s,(x)

iUN

La transformation, réversible, fournit une autre représentation
de X: La donnee de X ou du doublet [S(X),q] sont equivalents
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Squelette, fonction distance et chapeau

haut-de-forme

Le squelette par boules maximales peut s’obtenir par un seuil a
la valeur 1 du chapeau haut-de-forme de la fonction distance d,

de 'ensemble X
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Image initiale Fonction distance = Chapeau Haut-de-Forme

Methode tres pratique pour obtenir des squelettes a partir de
boules non elementaires (dodecagones par exemple)
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Le squelette comme descripteur de forme?

Le squelette par boules maximales n'est pas un bon descripteur
de forme.

Généralement, on aime decrire une forme « compliquee »
comme un assemblage de formes plus simples :

2 disques
Cette forme peut étre decrite de
la facon la plus simple qui soit
comme l'union de deux disques
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Le squelette comme descripteur de forme? (2)
Cependant le squelette de cette forme fait apparaitre une infinite

de nouveaux disques!
A\
\/

Le squelette n'est pas stable par rapport a I'union
d’ensembles:

S(X0 Y)# S(X)0 SY]

ldée pernicieuse... (on sait qu’en toute rigueur ceci est
faux , mais on reste persuadeé que ce n'est pas TROP
faux...)
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Boules critiques, définition

La donnée des boules maximales (position et rayon) d’'un
ensemble X permet de reconstruire X, mais cet ensemble est
redondant pour la reconstruction. La donnee des boules

critiques suffit.

Définition d’'une boule critique
Une boule maximale B d'un ensemble X est critique lorsqu'll
n’'existe aucune combinaison d'autres boules maximales qui

recouvre B :

AB.}.B, # B:BI | B,
k

Les boules critiques d’'un ensemble sont suffisantes pour
reconstruire 'ensemble
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Squelette, petit rappel topologique

Le squelette est plus simple a manipuler lorsqu’on le definit sur
des ensembles ouverts (avec des boules ouvertes)

Connexité du squelette

Pour les boules critiques, il semble bien que 'usage
d ‘ensembles fermés soit plus approprie

Boules critiques, boules fermes
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Boules critiques, existence, unicité

* Propriete (autre définition)
Si B, boule critique de X, alors il existe au moins un point x
de X qui n’est recouvert que par cette boule

[sinon, tous les points de B seraient recouverts par au
moins une autre boule et B ne serait pas critique]

Les points de X recouverts de fagcon unique ont de fortes
chances d’appartenir a la frontiere de X

[d’'ou 'usage des fermes]

© 2009, Serge Beucher

11



Boules critiques, existence, unicite (2)

* Existence d’'un ensemble de boules critigues

Etant donné X, ensemble borné et ferme, existe-t-il un
ensemble de boules critiques parmi les boules maximales
de X7

Analyse des points-frontiere :

* Points aigus P\ Point recouvert par une seule
boule maximale (de rayon nul)

e Points « lisses » Boule maximale, elle est
. forcement unique

* Points obtus

PP = Point recouvert par plusieurs
() boules maximales

* Unicité de I'ensemble des boules critiques (trivial)

© 2009, Serge Beucher 12



Boules critiques, définition digitale et
problemes

Pas d’unicité a cause des
« boules » de méme taille

Définition d’'une boule critique dans
le cas digital :
Une boule maximale digitale B, de

taille i est critique s'il n'existe
aucune combinaison de boules
maximales Bj de taille différente de i

qui recouvre B..
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B. critique:)ﬂ] : {jl,....,jn .1, * 11 telque B, [ UBJ
7
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Quel usage pour les boules critiques?

* Ensemble critique

X (connexe) est critique si toutes ses boules maximales
sont critiques

X convexe —» X critique
X « lisse » (sans aspérites) —> X critique

X critigue ne signifie pas forme simple

X critigue ne signifie pas frontiere
sans angle rentrant
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Quel usage pour les boules critiques?

®* Assemblage d’ensembles critiques

- Partant d’ensembles critiques, on peut generer des
ensembles non critiques par assemblage (union)

% X £

- On a naturellement tendance a vouloir decomposer le
nouvel ensemble en ses composantes de départ.

- |l faut privilégier la minimalité des composantes connexes
et la stabilite des boules critiques vis-a-vis de l'union
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Quel usage pour les boules critiques?

®* Probleme inverse

-Etant donné un ensemble X, determiner s’il est critique ou
non (1¢" probleme)

- S’il n'est pas critique, determiner quel est 'assemblage
minimal d’ensembles connexes critiques permettant de le
« décrire » (2°m° probleme)

Si on appelle S_(X) le squelette critique de X (c'est-a-dire le lieu
des centres des boules critiques), on a :

X = UX ., I minimal, X. critique

01

X non critique

avec : SC(X) - USC(Xi)

U1
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Les boules critiques en pratique

Quvert ultime et fonction granulometrique

6 = Sup(yi—l - Vi)

101

C - argmax(yi—l ) yi)

La fonction granulomeétrique permet de trier les boules critiques.

Associee a une autre fonction, on peut extraire les centres des
boules critiques. Deux etapes :

- préservation des boules maximales non recouvertes par des
boules plus grandes

- Préservation des boules maximales non recouvertes par des
boules plus petites
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Ouvert ultime et fonction d’étanchéité

La fonction granulométrique laisse apparentes les boules
maximales qui ne sont pas totalement recouvertes par des

boules de plus grande taille.

La fonction d’'étanchéité du squelette peut étre utiliseée pour
construire la fonction granulometrique:

Xi = {X . q(x) = i} kxi, Indicatrice valuee de X:

ky (x)=1 six0 X,

i

ky (X) = 0 smon

1

C= sup(5 i(kXi ))

|

g, fonction d’étanchéité c, fonction
granulométrique

© 2009, Serge Beucher

18



Ouvert ultime et fonction duale

On peut definir une fonction « duale » ¢’ a partir de I'indicatrice
« duale » K'y:
! - . . ! - :
k'y (x) =1 sixl X k'y (X) = to  smon
Cette fonction laisse apparentes les boules maximales qui ne

sont pas totalement recouvertes par des boules de plus petite
taille:

¢'= infle,(k'y )

Les points de X recouverts par des boules
qui ne sont pas elles-mémes recouvertes
par des boules de taille plus grandes ou
plus petites sont donc recouverts
uniguement par des boules critiques
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Extraction du squelette critique

Les points x de X recouverts par des boules critigues sont tels
que c(x) = c'(x). On definite =c=c ' quand c = c'.

’
/ "
o
N
C C Points de e #0
Les centres s’obtiennent en considéerant les ensembles Z et Y::

Zi:{XZQ(X):i} et Yi:{y:e(Y):i}

Lintersection Z. N 51(Yi) fournit les centres des boules
critiques de taille i
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Squelettes critiques digitaux

Ensemble initial Extinction du squelette Fonction
granulometrique
Fonction « duale » Centres des boules Centres non critiques
critiques
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Squelettes critiques connexes

: Le squelette par boules maximales peut étre
connecte (par amincissement geodésique)
b - En vert, squelette critique S,

- En jaune, centre des boules non critiques
| - En rouge, jonctions

Squelette critiqgue connexe

@

Ensembles critiques (a gauche)
et plus grande boule contenue
dans chacun d’eux (a droite)
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Usage des boules critiques

Utilisation des boules critiques pour améliorer la définition
des marqueurs dans la segmentation de roches en tas.

Image Marqueur Reconstruction Centre de Marqueur final
originale initial Boule critique (boule critique)

L X TR UV A B NG VT
b RO M A
'3 - e *&‘-

U, TNy TR Bt

‘e
Pebive

S A
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Travaux actuels

Boules critigues dodecagonales

Filtrages sur les boules critiques (boules non critiques
iIsolees)
Analyse fine des frontieres (sectionnement)

Notion d’ensemble « super-critique » (X super-critique si
tous ses ouverts sont critiques)

Extension aux images de gris (par le biais du squelette
par cylindres maximaux significatifs)
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