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1 Introduction

En mathématiques, la connexité est une notion en-
sembliste de nature topologique, qui s’exprime de
deux facons. D’une maniére générale, on dit qu’un
ensemble est connexe quand on ne peut pas le parti-
tionner en deux régions fermées (ou ouvertes) non
vides. Cette définition précise I'idée intuitive que
[0,1] U [2, 3] est formé de deux morceaux, mais [0,1]
d’un seul. Toutefois, par sa généralité méme, elle
ne peut pas tirer avantage de la régularité de cer-
tains contextes, comme l'espace euclidien. C’est ici
qu’apparait la connexité par arcs, selon laquelle un
ensemble A est connexe, lorsque pour toute paire
de points a,b € A, on peut trouver une application
continue ¢ de [0,1] dans A telle que ¥ (0) = a et
(1) = b. Cette connexité est plus restrictive que
la premieére ; cependant dans R", les deux notions
coincident pour les ensembles ouverts. En géométrie
discréte, les connexités digitales transposent la dé-
marche euclidienne par arcs, en introduisant des arcs
¢lémentaires entre points voisins (ce qui revient aussi
a définir des boules unité, donc une métrique avec sa
topologie, puis sa connexité). Dans le plan digital,
on trouve alors les classiques 4 et 8 connexités de la
trame carrée, et la 6-connexité de 'hexagonale; dans
Z?, il y a de méme la connexité du cube octaédre par
exemple.

L’une ou l'autre définition conduit & la propriété
suivante, qui est trés riche de sens. Sil’on prend une
famille d’ensembles connexes qui possédent au moins
un point en commun, alors leur réunion est elle aussi

connexe

{A; connexes} et {NA; #0 } = {UA; connexe}
(1)

La connexité topologique est-elle adaptée aux ob-
jectifs que 'on poursuit en analyse d’image? D’une
certaine maniére, oui, puisque certaines opérations,
comme les squeletisations par exemple, y font ap-
pel. Mais on sait aussi que les versions digitales
de ces opérations, qui mettent en jeu les 4- 6- ou
8-connectivités pour effectuer des ”amincissements”
s’écartent tres sensiblement des versions euclidiennes,
sans convergence assurée.

Mais il y a bien plus grave.
nos objets d’étude ne sont pas des ensembles, mais
des fonctions numériques ou vectorielles (imagerie en
couleur), fixes ou en mouvement. Il faut donc tran-
scender le cadre ensembliste, purement binaire, méme
si I'on part de lui. Comment y parviendrait-on en
parlant de la définition topologique ci-dessus?

De plus, une bonne définition de la connexité de-
vrait trés vite s’associer & un théoréme de nature
opératoire, qui indique quelles opérations la carac-
térisent, et il faudrait que ces opérations puissent
se généraliser commodément du contexte binaire aux
images plus “colorées” (c’est a dire, pratiquement,
étre des opérations croissantes).

Enfin, méme dans le cadre ensembliste, les sit-
uations de connexité ne se raménent pas toutes a
décrire des objets d’un seul tenant. Un objet en mou-
vement rapide, apparait dans une séquence d’images
non pas comme un continuum mais plutoét en pointil-

Pour 1’essentiel,



lés. C’est ce qui se produit quand on filme un oiseau
qui vole ou une balle de ping pong. Comment ren-
dre compte qu’il s’agit bien d’un objet connexe de
I’'espace-temps?

2 La notion de connexion

Ces critiques ont conduit G. Matheron et J. Serra
a proposer une nouvelle facon de voir, qui a la fois
généralise ce qui précéde et devient plus opératoire.
Elle repose sur I'idée de ne pas considérer la rel.(1),
de stabilité conditionnelle pour la réunion, comme
une conséquence, mais au contraire comme un axiome
essentiel, ce qui conduit & la définition suivante[14] :

Definition 1 (connexion) Soit E un espace arbi-
traire. On appelle classe connexe, ou connexion C
toute famille dans P(E) telle que

(i) 0 €C et quel que soit x € E, {z} €C

(ii) pour toute famille {C;} dans C, N C; # B en-
traine UC; € C.

ou {z} désigne un singleton, ie. un élément
onctuel de P(E). Présenter les choses de cette fagon
modifie sensiblement la donne. Tout d’abord I’arriére
plan topologique a complétement (et délibérément)
été éliminé, puisqu’aussi bien la 1, ol n’interviennent
que des unions et des intersections reléve de 1’algebre
des treillis et non pas de la topologie. Deuxiémement,
un espace topologique donné induisait une connexité
unique, alors qu’on trouvera en général une infinité de
connexions dans P(F), qui se structurent d’ailleurs
en treillis complet. Il y en aura en tout cas toujours
une plus petite, qui consiste a dire que seuls sont
connexes les singletons {z}, et une plus grande, pour
laquelle toutes les parties de F sont connexes.

Le théoréeme 2, [14] que nous citons maintenant,
relie les connexions & des modes opératoires re-
posant sur des ouvertures, c’est & dire a des opéra-
tions v sur P(E) qui sont croissantes (A C B =
v(4) C v(B), idempotentes (yy(A)=7(A4)) et
anti-extensives (v (A4) C A) :

Proposition 1 (ouverture connexe ponctuelle) La
donnée dune connexion C sur P(E) est équivalente

a une famille {, ,x € E} d’ouvertures de P(E) dans
lui-méme lelles que

(iii) pour tout x € E, on ait v,(z) = {z}

(i) pour tout A C F, v,y € E, v,(A) et v,(A)
sont égauz ou disjoinls

(v) pour tout ACFE, et toutx € E, siz ¢ A=

Vo(4) = 0.

La proposition dit que si I'on pointe un point z
dans un ensemble A, il existe une opération capa-
ble d’extraire la composante connexe de A en x (ou
si z ¢ A, l'ensemble vide), et que inversement si
une opération de pointage vérifie les conditions du
théoréme, alors l'image de P(E) par les 7y, est une
connexion.

Historiquement parlant, le nombre des applications
ou des avancées théoriques suscitées, et permises, par
ce théoréme est considérable. Publié en 1988, on peut
dire qu’il a ouvert la porte a tous les développements
sur les opérateurs connexes de la décade 90. Une liste
exhaustive serait fort longue, disons simplement que
s’y sont illustrés entre autres H. Heijmans [5], Ch.
Ronse [12], F. Meyer [11], B. Marcotegui [6], E. De-
cenciére [3], J. Crespo et R.W. Schafer [2], C. Vachier
[19], R.M. Haralick [4], P. Salembier [13], etc ... Par
ailleurs, le concept de connexion que nous présentons
ici dans le cadre ensembliste, le plus simple, a été
étendu aux treillis complets, ce qui inclut les fonc-
tions et les partitions [16].

Cette derniére notion entretient d’ailleurs avec la
connexion des rapports assez étroits, qui apparaissent
clairement lorsqu’on la définit de la maniére suivante

Definition 2 (partition) : E désignant un espace
quelconque, on dit qu’on le partitionne quand on
définit une application D de F dans P(E), qui est

- extensive {z} € D(x)
- disjonctive D(z) =D (y)
ouD(z)ND(y) = 0.

La premiére condition exprime que les classes D ()
occupent tout 'espace F, la seconde que deux classes
distinctes n’ont jamais de point en commun.

La propposition 2 montre que toute connexion par-
titionne tous les ensembles A qu’on lui soumet, et



entre autres que si A est 1’espace entier F, elle con-
stitue une partition de . En fait, on montre méme
le résultat plus fort suivant :

Proposition 2 (Partitiion maximale) Les ouver-
tures {v,} de la connexion C partitionnent tout en-
semble A C E en le plus petit nombre possible de
composantes appartenant & la classe C, et cette dé-
composition est croissante en ce que si A C B, alors
toute composante connexe de A est incluse dans une
composante connezxe de B.

3 Connexions sur P(F)

Comme nous 'avons vu, les habituelles connexités
par arcs, digitales ou euclidiennes sont des connex-
ions au sens de la définition 1. En voici deux autres,
simples, et qui illustrent bien notre propos. La sec-
onde nous conduira de plus aux segmentation qui
vont suivre.

Connexion par dilatation : partons d'un es-
pace P(E) muni déja d’une connexion C et consid-
érons une dilatation extensive § : P(F) — P(F) qui
préserve C, i.e. 6 (C) C C [Est dilatation toute opéra-
tion qui commute avec la réunion, i.e. §(UA;) =
U6 (4;) ; Vopération est de plus extensive quand pour
tout A l'on a 6 (A) D A].

L’image inverse C' = § ' (C) de C par & constitue
alors une seconde connexion, plus riche que C, i.e.
C' D C. Les C -composantes de 6 (A), pour tout en-
semble A € P(FE), sont exactement les images selon
& des C’-composantes de A. Ainsi, si nous dénotons
par 7, 'ouverture connexe associée, et par v, celle
associée a C’, il vient

vy (A) v, 0 (ANA  sizeA
vy (4) = 0 sinon

Si, dans le plan euclidien ou digital, I'on prend
par exemple pour ¢ la dilatation par un disque de
rayon r, les ouvertures v, caractérisent les groupes
d’objets dont 1'inf des distances des points est < 7.
La figure 1 illustre ce point en “reconnectant ” la
trajectoire en pointillés d’une balle de ping pong. A
contrario, la méme démarche permet aussi d’extraire

Figure 1: Mouvements d’une balle de ping-pong : les
trois groupes en gris, plus les particules noires sont les

composantes relatives a la connexion par dilalation
.

les composantes connexes isolées dans un ensemble
A, puisque pour elles, on a v, (A) =, (A).
Connexion induite par une partition : Con-
sidérons une partition D fixée, et un point = € E.
L’opération qui, a tout A C FE, fait correspondre

v, (A) size A

¥z (A)

D(z)nA

0 sinon

est manifestement une ouverture, et quand x varie les
7, (A) et 7, (A) sont identiques ou disjoints puisqu’ils
correspondent & des classes de partitions. La propo-
sition 2 montre alors que la classe

C={v,(A),xe E,AcPE)}

On notera que C brise les
composantes connexes habituelles et regroupe les
morceaux, quand ils sont dans une méme classe
D(z). Si F est doté d’une connexion préalable C’
, comme la connexion par arcs usuelle, alors les élé-
ments de C A C’ sont les composantes connexes au
sens de C’ des intersections A N D (z).

est une connexion.



4 Critéres et segmentation

En traitement d’image, on dit qu'on a segmenté
une image, ou une séquence, lorsqu’on a partitionné
I'espace ou elle est définie en zones homogénes au
regard d'un critére que 'on s’est donné. Par exem-
ple, si I'on représente cette image par une fonction
numérique f : £ — R ou E est un ensemble équipé
d’une connexion, on segmente f en zones plates et
connexes lorsqu’on crée la partition D de F telle que
pour tout x€ E la classe D(z) est la plus grande
composante connexe de F/ contenant le point x et sur
laquelle la fonction f est constante et égale a f(x).

Les critéres portant sur f ne se prétent pas tous
a un tel découpage. Supposons par exemple qu’on
veuille partitionner K en zones, connexes ou pas, ol
la fonction f est Lipschitz de paramétre unité. On
risque fort bien de trouver trois zones disjointes A,
B, et C telles que le critére soit vérifié sur A U B
et sur AU C, mais pas sur B U C. Dans ce cas, il
n’existe pas de plus grande composanie contenant les
points de A et ou le critére soit réalisé. Donc pas de
segmentation.

En d’autres termes les partitions auxquelles 1'idée
de segmentation fait référence sont maximales en ce
sens que parmi tous les découpages de 1’espace en
zones plates (par exemple), il en est un qui conduit
aux classes les plus grandes. On a d’ailleurs aussi
un plus petit découpage, a savoir celui qui pulvérise
I'espace F en tous ses points.

Ces remarques nous conduisent & donner une ex-
pression plus formelle, donc plus précise, aux deux
notions de critére et de segmentation

Definition 3 Critéere: Soit f € F une fonction
d’un ensemble E dans un treillis complel, mais pas
nécessairement & ordre lotal, T' . Un crilére o :
FRP(E) — [0,1] est une fonctionnelle binaire, et
décroissante sur P(E). Notant f(A) = {f(z),z € a},
il vient donc:

olf(A)] =1 (critére vérifié sur A)

olf(A)] =0 (eritére infirmé sur A)

De plus avec en particulier o[f(x)] = 1 pour tout

L= O3

Cette derniére condition nous garantit que quel que
soit le critére, il y a toujours au moins une maniére de

partitionner F en zones (les points) qui le vérifient.
Il y en a souvent bien davantage, et méme, dans le
cas d’une segmentation de 'image, une plus grande
partition. La condition de décroissance signifie sim-
plement que si critére vérifié sur A il l'est a fortiori
sur tout B C A.

Definition 4 Segmentation: Etant donnés une fonc-
tion f et un critére o, soit {D;} la famille, non vide,
des partitions de F en zones homogénes de f selon o.
On dit que le critéere o segmente les fonctions lorsque
pour toute fonction f € F la famille {D;} est sta-
ble pour la réunion. La partition VD; définit alors la
segmentation de f selon o.

(est cette partition maximale qui fait défaut dans
le critére ci-dessus du découpage de I’espace en fonc-
tions k-Lipschitz.

5 Critéres connectifs

Nous nous proposons de caractériser les conditions
que doit vérfier le critére ¢ pour devenir un outil
de segmentation. L’apparition de partitions maxi-
males, comme aussi bien 1'’exemple des zones plates
nous oreintent vers I’axiomatique des connexions par
I'intermédiaire du concept de critére connectif.

Definition 5 Un critére o : F @ P(E) — [0,1] est
connectil quand pour toute famille {A;} dans P(F)
lon a

(2)

Autrement dit, si le critére o est vérifié par la fonc-
tion f dans toutes les régions A; de I'espace, et que

NA; 20 et Ao[f(A)] =1 = olf(UA)] =1

ces régions ont un point en commun, alors est aussi
vérifié sur la réunion UA;.

Proposition 3 Soit F la famille des fonctions f :
E — T ou T est un treillis complet. Un critére o
segmente les fonctions f € F si et seulement si il est
connectif.

Il est & remarquer que bien que F n’ait pas été doté
d’une connexion au départ, le critére connectif lui en



fournit une. Inversement, si E est déja équipé de la
connexion C’, I'intersection CNC’, qui est une connex-
ion, engendre a son tour une partition maximale pour
I'intersection des deux contraintes. Par exemple, le
critére "la fonction f est constante sur A” conduit a
partitionner F selon toutes les valeurs de seuil de f.
Si I'on impose en plus que A doive étre connexe (au
sens de C'), on obtient alors la segmentation de f en
zones plates et connexes présentée plus haut.

6 Critéres de croissance pro-
gressive

FE est maintenant un espace métrique, de distance
d, et le treillis T la droite achevée. Une fonction f
est localement lipschitzienne sur un ensemble A,et de
portée boule de rayon a, lorsque pour tous z,y € A
on a

d(w,y) < a=|f (&) = [ W) < hd(e,y).

Ce critére est manifestement connectif, puiqu’aussi
bien la réunion de plusieurs régions de ce type, méme
d’intersection vide, est encore localement lipschitzi-
enne. Toutefois, I'expression du critére sur A néces-
site la connaissance de f sur le dilaté de A par la
boule de rayon a (et pas seulement sur A lui-méme).
Lorsque E est l'espace euclidien, avec sa connexité
par arcs, le critére se préte & une interpétation trés
géométrique. Considérons une composante connexe
A on f est localement p-continue, et deux points quel-
conques z et y dans A. Si nous relions = & y par une
ligne incluse dans A, alors la fonction f est p-continue
tout au long de cette ligne; qui plus est, la fonction
reste p-continue dans les dilaté de cette ligne par la
boule de rayon a.

Connexions voisines : Le critére précédent dé-
tecte, certes, des zones localement p-continues, mais
tout en les réduisant par érosion selon la boule de
rayon a. Les bandes limitrophes entre deux plages
homogénes ont pour épaisseur 2a (cf. figure 2-b), et
deviennent dans la partition maximale des ensembles

de classes réduites chacune a un point. D’ou 1'idée
d’améliorer ce premier critére en prenant pour classes

Figure 2: a) Image initiale (256 x256 pixels sur 8
bits) ; b) Zones localement lipschitiziennes par éro-
sion pour H(6,7) (en blanc) ; ¢) Zones localement
lipschitiziennes par ouverture pour H(6,7) (en blanc).
En noir, zones donl tous les points sont des com-
posantes connexes.

A; les regions ot la fonction f coincide avec son ouvert
et avec son fermé selon le crayon H :

z € Ae flx)=[(foH)®H](x)
= [(fo H)oH|(z).

Comme le précédent, ce nouveau critére est connectif,
mais segmente selon une partition plus grande (cf.
figure 2-c).Au lieu d’imposer que f soit p-continue
le long de tous les chemins inclus dans A, on peut
aussi exiger seulement qu’il y en ait au mois un. Ce
nouveau critére, plus généreux, est encore connectif,
mais la p-continuité n’intervient plus. Il conduit a la
connexion selon les zones ” quasi-plales” de F. Meyer
[11]. La mise en oeuvre digitale passe cette fois-ci par
des reconstructions géodésiques.



Figure 3: a) Image initiale ;
pondérée de a) plus b).

b) dérive ; ¢) somme

7 Critéres de variations locale-
ment bornées

Considérons maintenant le critére manifestement
connectif suivant

d(z,y) <a=| flz) = fly) <k

Son implémentation s’opére avec un élément struc-
turant H porté par deux plans et contenant d'une
part lorigine et de l'autre le disque centré ver-
ticalement, de rayon a et de cote —k. Pour
I'interpréter géométriquement, introduisons le mod-
ule d’accroissement o comme

ap(f) = (6of = )V (f —&bf) (3)

ol 0, et g, sont respectivement la dilatation et
I’érosion par la boule fermée de rayon b. Le seuil-
lage de ay(f) pour les valeurs < k fournit alors les
classes de la partition. Comme on peut s’y attendre
cette p-continuité est plus sensible aux lentes dérives
que les précédentes. Si par exemple on rajoute a
I'image initiale précédente une dérive croissant de

Figure 4: Segmentations du portrait de la Vierge,
sans dérive puis avec selon la continuilé lipschitzi-
enne [ a) et b)], et selon la continuité & variation
bornée [ ¢) et d)].

gauche a droite (cf. la figure 3), la segmentation des
deux images des figures 3 a et ¢, obtenue pour les
mémes valeur de paramétres (k = 6,a = 7), mon-
tre une différence notable. A 'opposé, la segmenta-
tion des deux mémes images par continuité lipschitzi-
enne locale (érosions) est pratiquement insensible a la
présence d’une dérive.

8 Filtres connexes ensemblistes

Apreés 'application des connexions a la segmentation,
que nous venons de voir, en voici un autre usage. 1l
s’agit maintenant de filtrer les images, c¢’est a dire les
simplifier plus ou moins, en 6ter des bruits éventuels,
mais tout en préservant les structures majeures et
leur qualité visuelle. Nous y parviendrons en constru-
isant des filtres connexes, et en particulier les ouver-
tures et fermetures par reconstruction, puis les niv-
ellements. Nous supposons ici P (£) muni de la con-

nexion C fixée. Les deux familles de composantes



connexes de I'ensemble A (les “grains”) et de A°
(les ”pores”) partitionnent I'espace F. On dit d’une
opération ¥ sur P (F) qu'elle est conneze lorsque la
partition associée a 9 (A) est plus grossiére que celle
associée & A, i.e. quand toute classe de ¥ (A) est réu-
nion de classes de A [15]. Ainsi, prendre le complé-
ment d’un ensemble, supprimer certains de ses grains,
ou encore combler certains pores, constituent autant
d’opérateurs connexes.

Par ailleurs, des opérations sont appelées filtres
morphologiques quand elles sont :

- croissantes :
ACBCE=y(A)CyB)CE
- idempotentes :
Y(W(A)) = ¢(A) pour tout ACFE

Nous avons déja rencontré l'ouverture v, ou fil-
tre anti-extensif (y(A4) C A). L’opérateur qui lui
est dual pour la complémentation se nomme la fer-
meture, et se note ¢ (¢ (A) = [y(49)]°). La ferme-
ture est croissante et idempotente, mais extensive

(P (4)24).

8.1 Ouverture par reconstruction

Les filtres connexes dérivent des ouvertures par re-
construction. Une définition formelle de ces derniéres
apparait dans [14], chapitres 7 et 8, mais leur usage
remonte aux années 70. On obtient une ouverture
par reconstruction en partant d’un critére croissant
7 (par exemple "l'aire de A est > 10”), auquel on
associe 'ouverture triviale

v (A)=A quand A vérifie le critére
v (A)=0 sinon

L’ouverture par reconstruction selon le critére 7
est alors construite en appliquant le critére a tous les
grains de A, indépendamment les uns des autres et
en prenant la réunion des résultats

NA) =U{v 7, (4), =€k}

La fermeture duale, dite elle aussi par reconstruc-

tion, porte sur les pores. Par exemple, pour le critére

T qui consiste & avoir une aire > 10, ¢ (A) est formé
de A plus de tous ses pores qui ont une aire < 10.

8.2 Nivellements ensemblistes

Les nivellements ont été introduits par F. Meyer, [11],
comme opérateurs connexes agissant sur les fonctions
numeériques digitales et définies sur R? muni d’'une
connexité par arcs. La théorie a été développée aussi
par G. Matheron [9] et J. Serra [18]. Ici, nous par-
tirons d’une définition binaire, mais dans le cadre
d’un espace F quelconque, qu’on munit de la con-
nexion C.

Deux ensembles A et M de P (F) sont adjacents
lorsqu’ils sont disjoints, et qu’on peut trouver une
composante connexe dans A et une autre dans M
dont la réunion est connexe. Quand deux ensembles
sont soit sécants, soit adjacents, nous dirons qu’ils se
touchent, se qui se note A || M (" A toucher M™).

Considérons alors 'ouverture par reconstruction
formée de tous les grains de A qui touchent un mar-
queur donné M

Tu(A) = U{v,(A), x e I, v, (A) || M}

La fermeture duale ¢,;(A) est le complément de la
réunion des pores de A qui touchent M. Dans la
suite, c’est la fermeture ¢ ;0 (A) qui intervient, ¢’est
a dire la réunion de A et de ses pores ne touchant pas
Me. 11 vient alors le théoréme suivant [18]

Proposition 4 Etant donné un marqueur M C FE,
les deuz opérations v,; et vy o commutent. Si lon
appelle nivellement leur produil \yr, on a

AM = YMPpe = PrpcYu

Plusieurs propriétés dérivent de ce résultat clé.
Tout d’abord, le nivellement Ap; est un filtre mor-
phologique (croissant et idempotent) sur P (E). De
plus, sa robustesse assez exceptionnelle s’exprime par
relation

Les petites variations ne perturbent pas le nivelle-
ment Aps : on dit qu’il est un filtre fort.

Si maintenant on rend variable le parameétre M,
et que l'on consideére la double application (A4, M) —



A(A, M) de P(E) xP(F) dans P(FE), alors le nivelle-
ment A est une opération croissante et auto-duale
ie.

A (A%, M°) =[N (4, M)]c

Enfin, on peut fixer ’ensemble A étudié et laisser
variable le marqueur M, notant cette fois A4
I'application de P(FE) dans lui-méme qui en résulte.
I1 convient ici d’introduire 'ordre de l'activité pour
les ensembles [9], noté < et associé & tout paramétre
ensembliste A par les relations

MiNnACMNA
M, My CFE < My =24 M

M; N AY C My A€

Vis a vis de l'activité des marqueurs M, les nivelle-
ments Ag forment un semi-groupe granulométrique
[18]

My =AMy = Maon) (M2) = A,y (M1)
= A (My)

Ce dernier résultat est fort utile en pratique, car
il permet de doser l'action des marqueurs : il sig-
nifie qu’on peut implémenter directement un mar-
queur trés actif, ou, indifféremment, 'atteindre par
une série d’étapes intermédiaires. On dispose d'une
pyramide de transformations.

9 Passage fonctions

numériques

aux

L’extension des ouvertures par reconstruction et des
nivellements aux fonctions numériques va de soi.
Désignons par T' un treillis totalement ordonné tel
que [0,1] ou [0,00] ou R ou Zou une suite finie de
réels, et par T'F la famille des fonctions numériques,
c’est a dire des fonctions f: E — T.

Pour tout opérateur ensembliste croissant W, il ex-
iste un et un seul opérateur ¢ appliquant 7% dans
lui-méme et tel que

X W), 1] = [X(/,1)] (4)

Figure 5: a) Joueur de fifre, de E. Manet; b) (resp.
¢)) nivellement en prenant pour marqueur les ex-
trema de dynamique >50 (resp.>80).



ot X (f,1) représente le seuil de la fonction f a la cote
t, c’est a dire. :

X(f)={e:xeB, f)=1)

En imagerie digitale, la relation (4) suffit a car-
actériser . Autrement dit, lorsqu’on connait une
opération croissante ensembliste ¢, cette relation
nous donne les sections horizontales des transformées
par l'opérateur ¥ numérique associé (algorithmique-
ment, on procéde plus directement, en remplacant
les unions et intersections des formules binaires par
des sup et des inf). La régle s’applique aux nivelle-
ments binaires, puisqu’ils sont croissants. Les nivelle-
ments numériques ainsi créés continuent de vérifier les
trois propriétés fondamentales énoncées plus haut, a
savoir la proposition 3, I'auto-dualité et la structure
de semi-groupe granulométrique.

Les deux exemples que 1'on peut voir en figures 5 et
6 illustrent ces divers aspects, et montrent en partic-
ulier le role crucial du choix du marqueur. En figure
5, il est obtenu en remplacant la fonction initiale f
(le portrait du fifre de Manet) par zéro en dehors
des extrema de f de dynamique > k, et laissant la
fonction inchangée sur ces extrema. Les maxima de
dynamique > k de f sont ceux dont le dénivelé avec
le point selle le plus proche est > k. Les minima de
dynamique > £ s’obtiennent par dualité. Les nivelle-
ments associés sont présentés en fig. 5a et 5b pour les
marqueurs gso et ggg, de dynamique 50 et 80, sur 256
niveaux de gris. L’action progressive des marqueurs,
qui sont ordonnés pour 'ordre < f, apparait quand
on confronte les photographies 5a et 5b. On notera la
préservation relativement bonne des détails finis tels
que les boutons, les yeux, les sourcils, les doigts, etc

dés qu’ils ont une dynamique suflisante. Enfin,
si 'on part de la figure 5b et qu’on lui applique le
second marqueur on trouve encore la figure 5¢ : il
n’est pas nécessaire de revenir a 'image initiale pour
progresser.

Le second exemple figure 6 est obtenu en rem-
plagant la fonction initiale f (le portrait du fifre de
Manet, artificiellement bruité) par un lissage gaussien
de taille 5, qui estompe le bruit, mais arrondit les con-
tours. Le nivellement associé est présenté en fig.6c .
Dans ces deux exemples, le marqueur étant autod-
ual par construction, I’ensemble de la procédure est

Figure 6: a)Joueur de fifre de Manet, avec un fort
bruit; b) Correction par lissage gaussien (taille 5);
¢) nivellement de limage bruitée par le marqueur
gaussien.



autoduale (i.e. le nivellement de —f est 'opposé du
nivellement de f).
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