Chapitre XXI : I\/Iesuresl

/ Caracteristique d’Euler-Poincar é
Fonctionnelles de Minkowski
Formulede Steiner
Analyseindividelle et stéréologie
Passage aux fonctions numeériques

Autres mesures
e nombre de convexité
e dimension fractale
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‘ Fonctionndles ensemblistes |

* Une fonctionnelle ensembliste est un nombre W mesuré sur un ensemble
XOP(RM), et qui le décrit. On le nomme aussi mesure ou parametre. Pour
gu’'il soit fiable et représentatif, on lui demande souvent:

— d'étre echantillonable, ce que permet la condition de c-additivite:
W(XUY) +W(XNY)=W(X) + W(Y) X, Y OP(RM ;
— d'étre homogene, i.e. autonome vis a vis des grossi ssements:
W(kX) =k P.W(X) Kentier=0; 0<p< n;
— d'étreinvariant pour les translations:
W(X,) = W(X) b vecteur
ou, plus severement, pour les deplacements (trand ations + rotations);

— une certaine robustesse, e.g. que W soit continue, ou soit croissante, sur
|a classe des compacts convexes.
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‘ M odéle et notations |

e Anneau convexe:

L es fonctionnelles envisagéesici portent sur I’ anneau convexe, i.e.
sur la classe desreunions finies de compacts convexes de R" .

o Symboles de déplacements:
— o designe les angles du plan, et w les angles solides de I’ espace;

— {x} represente le point x LI E considére en tant gu’ éément de P (E);

- A(X, ), resp. A(X, w), ladroite de R?, resp. R3, passant par x et de
direction a, resp. w;

— (X, w) désigne le plan de R* passant par X et de normale w.
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‘ Caractéristique d’ Euler-Poincar é dans R* |

o Lacaractéristique d’Euler-Poincaré ( ou nombre de connexité ou encore
CEP) v sedéfinit al’aide d’ une récurrence portant sur les dimensions de

I’ espace.
* Pour n=0, |'espace est conventionnellement reduit a un point, et
vO(X) =1 ou 0selon que X est ce point ou I’ ensemble vide.
 Pour n= 1 posons
hi(X) =vo( X N{x} )-VvI( X N{x+0}) (x+0, limteadroiteenx)
Leterme hl(x) n'est # 0 qu’'aux extrémités droites x; des segments qui
forment X, ou il vaut 1. Lasomme

vi(X) =2 hi(x) définit aorslaC.E.P.dansR:.

hi(x) 1 1 1
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‘ Caractéristique d’ Euler-Poincar é dans R? |

e DansR?, onintroduit de méme
h°(X) =vi(X NAX)) = V(X N AX +0))
A nouveau, h4(x) n’est # 0 qu’ aux sorties convexes x, des grains, ou il
vaut +1, et aux entrees convexes x, dans les pores, ou il vaut -1. Dans
I’ anneau convexe, ces endroits sont en nombre fini, et la quantité

vY(X) = 2 h2(x,) - 2 h%(x,)
définit 1a CEP dans R?. Comme on le voit, v3(X) est égal au nombre des
grains de X diminué de celui des pores.

®=-©O

1
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‘ Caractéristique d’Euler-Poincar é dans R® |

J. Serra

Dans R3, le principe reste le méme, et
h3(X) =VvA( X NTI(X))-vA(X NT(x+0))

induit, par sommation en x, v3(X) = 2 h3(x,) .

On appelle genre d une frontiere connexe dY le nombre maximal des
courbes fermées que |’ on peut tracer sur Y sans la disconnecter. |l vaut O
pour une sphere, 1 pour un tore, 2 pour un tore muni d’' une anse, €etc... On
montre que la C.E.P. v3(X) est égale a:

V¥ (X)=2[1-G (0X;)]
(0X; :composantes connexes, internes et externes, de lafrontiere 0X) .

(boule) (tore) (couronne
sphérique)
h3(x)
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\ Propriéetésdela C.E.P. l

« Théoreme : Sur |'anneau convexe, la seule fonctionnelle c-additive et
constante pour |les convexes est |a caractéristique d’ Euler-Poincare .

La CEP, invariante par trandlation et isotrope, ne dépend pas de la direction qui
a servi a la construire. Elle est de dimension 0, donc invariante pour les
homothéties.

* Fonctionnelles de Minkowski : Partant d'un ensemble X de R", on peut
S interesser aux CEP des sections XNI1, par des hyper-plans de dimension
K(0<k<n), puisaleurs sommes selon les déplacements quand I, varie.
On obtient ainsi n+1 fonctionnelles qui, par construction, sont

— Invariantes par déplacement ; — homogenesdedegrén -k ;
— c-additives; — Ccroissantes et continues pour les convexes.
Ce sont les fonctionnelles de Minkowski
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‘ Fonctionnelles de M inkowsKi |

L’ importance des fonctionnelles de Minkowski découle du resultat suivant:

o Théoreme (Hadwiger, 1957) : Toute fonctionnelle définie sur I’ anneau
convexe, invariante pour les déplacements, c-additive et continue (ou

aussi bien croissante) sur les convexes est une combinaison linéaire des
fonctionnelles de Minkowski.

e |Interprétation geometrique. Dans R", a un facteur pres:

— lapremiere fonctionnelle (degré n) est lamesure de L ebesgue de X,
Croissante et semi-continue supérieurement,

— laseconde ( degre n-1) est lamesure superficielle delafrontiere 0X,

— l"avant derniere ( degre 1) est la largeur moyenne, caractérisée, sur
les convexes, par salinearité

M (AX @ pY) = A M(X) + p M(Y)
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‘ Fonctionnalesde Minkowski dansR! et R? |

o Par exemple, dans R, les fonctionnelles se réduisent a
— lalongueur L(X) del’ensemble X,
— et lenombrevo(X) dessegmentsqui constituent X.

« DansR? leurstroisvaleurssontl’aire A, lepérimétre U et laCEP v2

avec U(X):J',T da fR VIX NA(X,a)]dx
( le périmetre égale la somme des nombres d’ intercepts pris dans toutes
les directions).

De plus, lorsgue X est compact convexe, le périmetre se relie aux
projectionsde X sur lesdroites A, par la relation

UX) = o L (XD ) da.
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‘ Steréologie |

Une mesure sur une famille d’ ensembles de R" est stéréologique quand elle
peut s écrire comme fonction de mesures sur des ensembles de R¥, ou k < n.

Par construction, les fonctionnelles de Minkowski sont toutes
stér éologiques sauf la derniere (la CEP). En particulier, dans R3

pour le volume, il suffit d’ échantillonner par des points,
« surface « droites,
«  norme « plans.

La stéereologie intervient le plus souvent entre grandeurs speécifiques, i.e.
dans le cadre stationnaire. Si V,,(X) designe le volume de X par unité de
volume d’ espace, S, (X) sa surface spécifique, N, et N, les CEP spécifiques
dans R? et R! (ou leurs moyennes de rotation le cas échéant) etc.. les
relations precédentes devienent :

Vy=A,= L, S,= 4N, = (4mU, M, = 2m\,
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‘ Fonctionnelles de Minkowski dans R? |

J. Serra

Dans R3, les quatre fonctionnelles sont levolumeV, lasurface S, la
normeM , et la CEP v3. Surface et norme se relient aux CEP viet v2 par

(X)) =

J

J

2M (X) =,

4 W fR VI X NA (X, w)] dx

4 dO fR vaIX NIMN(Xx,w)]dx

En particulier, quand X est convexe, sa surface et sanorme s interprétent
en termes de projections X , et XIA ., sur lesplansTl et droitesA, :

MSX) = J 4 A (XOT,) doo

2M (X) = J 4 L (XTED,) de0= (201) [ 4 U (XIW,) deo

Enfin, s 0X admet des courbures C, et C, en tout point, alors

2M (X) = Jox (Cy+ Cy) ds
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‘ Formules de Steiner pour les convexes |

Lorsgque X et B sont compacts convexes, lesfonctionnellesde X @ B
S expriment tres simplement apartir decellesde X et deB. Onl’adga
VU pour lanorme; pour le volume, il vient

dans R?,
A(X®B) = A(X) +U(X).U(B)/2m+A(B)
dans R3,
V(X @®B) = V(X) +[M(X).S(B)+S(X).M(B)/4m+V(B)

oU A et V sont les moyennes de rotation quand B prend toutes les
orientations par rapport a X .

Cesformules, établies par Steiner en 1839 dans de cas ou B est une boule,
sont utiles pour calculer des modeles d' ensembles aléatoires bool éens.
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‘ Formules de Steiner, cas particuliers |

e Lorsgu on prend pour B le segment unite, il vient
— dansR?, AXerB) = A(X) +rU(X)/m
— dansR3, V(XerB) =V(X) +r§(X)/4

e S maintenant B est le disgue unité, il vient
— dansR?, A(XerB) = A(X) + rU(X) + 1tr?
— dansR3, V(XerB) = V(X)) +1rS(X)/4 +r2AM(X)/2
* Enfin, dans R3, pour B laboule unité
V(X®rB) = V(X)+rS(X)+rM(X)+ 4/3mrs.

Danstous les cas, la mesure du dilaté est une fonction polynomiale de lataille
de |’ dément structurant, de degre ladimension de celui-ci. On montre que
pour r petit, lestermes du premier ordre s étendent al’ anneau convexe.
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‘ Individus et Pondérations (1) : volumes |

 Mesuresglobales ou analyse individuelle ?

Dans ce qui précede, on a toujours considere X comme un tout. Que
peut-on dire de plus quand on partitionne |I’ensemble X en individus Y
(grains, groupes de grains) pas forcément connexes mais identifiables sur
les sections ? Comment les tailles vues en coupes se relient-elles a celles
dans|’espace, par exemple ?

Notons E[[] la moyenne du parametre [ prise pour tous les objets, et
par [1la moyenne de [ pour toutes les sections de tous les objets et dans
toutes les directions.

e |naccessibilité du volume moyen
Dans R3, larelation stéréologique principale est la suivante
EIV(Y)] =A(nM).L(¥IA) =AfrT) .LYNA)

resultat assez décevant, car les termes de projection ne sont pas
accessibles a partir de coupes planes.
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| Individus et Pondérations (2) : nombres |

Notons | (L) le nombre des individus
de I, valeur égale ala CEP de X
guand ceux-cl sont Convexes. on a
I (XNM) =I(X).L(XOA)
nombre = nombre . diametre
(dansR?) (dansR®) ( moyen)
et de méme
I(XNA) =1 (X).A(XO1 )

Par exemple, en fig. a) on trouve en
moyenne sur les sections | =9 alors
gue fig. b), qui aplus de spheres,
mais plus petites, donnel =7 .
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‘ Généralisation aux fonctions numériquesl

e Modeedefonctions

Afin de généraliser ce qui préecede, prenons pour modele laclasse F des
fonctions f : R?(ou R") — [0, +00] dont toutes |les sections

Xi(f) ={x:xOR?f(x) =t}
sont dans |’ anneau convexe. Les W deviennent des applicationsde F dans R

o Généralisation des prerequisites
— Lac- additivité devient
W(fvg) + W(fAgQ) = W(f) + W(Q) fgU F
— I” invariance par déplacement ne porte plus que sur les translations
horizontales, et lesrotationsd’ axe vertical,

— enfin la condition de croissance s étend directement.
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‘ Quid del’homogeénété ? |

e Homothéties ou affinités ?
Laclasse F modélise desimagesdegris, ou |I'axe T (intensité lumineuse)
est héterogene al’ espace. Dans ces conditions, la compatibilité avec les

homothéties n’a plus grand sens. Celle avec les affinités en a-t-elle
davantage ?

 Exemple: longueur | d’une courbe

Dans |’ affinité de rapport 2, leszones T,
plates gardent leur longueur, cellesen
pente s allongent.

e Raison:

= [11+ (0021 dx

Lalongueur n’est plus un bon parametre ( la surface sous la courbe le reste!)
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‘ Dimensionalitél

o || faut séparer les homothéties de I’ espace de celles de | axe des intensités
On dit que lafonctionnelle W est dimensionelle quand

WI[AF(UX)]= A, uP . W[ f(X)] xOR", fOF
ou k et p, entiers # 0, sont les dimensions de lamesure W. La contrainte

de dimensionalite oriente versles produits d' opérations planaires par
celles, «verticales», ou le voisinage est reduit a un point.

« Lageénéralisation des fonctionnelles de Minkowski consiste alors a
sommer ent celles définies sur les sections. Dans R?, ontire des aires des
sections le volume V(f) et I’ histogramme cumulé G; (t)

VH = | et ax = [1 ALX, 0] dt

GW=J A M dt/ V()
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‘ Périmetre et gradient |

o D’apreslaformule de Steiner, éendue al’ anneau convexe, le périmetre
vaut ladérivée al’ origine de la dilatation par un disgue :

r- 0 O [ AX,®@rB) - A(X,)] - rU(X,)
e Quand X, est reunion finie des convexes Y (), cette limite est majoree
par lasommefinieZ [ A(Y; (t) @ r B) - A(Y; () ] ; on peut donc écrire

Jrux mrdt =tim, o[ (vE®rB)-v()/r)

relation qui donne une signification euclidienne au gradient de Beucher
par dilatation g* (et prouve son existence sur I’ anneau convexe), d ou

Jrux @idt = J g o
N.B.CAe gradient peut rester défini méme quand le gradient usuel ne |’ est plus
f(x): g+(x) 1

—— - - - —— - - »-----
1

> X
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| Nombre de connexité et déniveles |

La somme des CEP des sections de lafonctionf mesure les dénivelésdela
fonction. Pour I’exemple de lafigure, il vient

Jivix.@dt = b, + D, - D,
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‘ AuUtres mesures |

o D’autres mesures seront étudiees par la suite. Lorsgu’ elles mettent en jeu
des dérivees d’ érosions, le modele sous jacent reste |’ anneau convexe::

— EX.rugosité ( ch.13), rose des directions

Si elles ne font intervenir que des surfaces d’ érodes ou de dilatés, il suffit de
supposer X compact :

— Ex. etoile (ch.13), portée (ch.12), denombrements booléens (ch.14)

* Bien gu’ €lles admettent souvent une interprétation stéréologique, ces
fonctionnelles ne satisfont plus a toutes les conditions hadwigeriennes, et
en particulier ala c-additivité.

e Terminons ce chapitre par deux mesures non hadwigeriennes, I’ une dans
I’ anneau convexe (e nombre de convexité) |' autre sur les compacts (la
dimension fractale).
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‘ Nombr e de convexité |

Considérons, dans R? ladroite test A, denormale a + da/2, et soit N*(X,q)

.‘N+ 2

N* =1 N*=11 N* =17
N =0 N =0,1
T Aq N =0,7

-
-
-
-

>
-
-

L34

le nombre de ses premiers contacts avec X quand elle balaye le plan. On a

N ) = |, N (X.a) da = [ o du/R
s dX admet en tout element du un rayon de courbure R . De méme

N (X) = sz[N “(X,a)da = fR<Odu /ORO .
Ces deux nombres de convexité serelient ala CEP par v(X) =

N*(X)-N ~(X)

J. Serra Ecole des Mines de Paris ( 2000 ) Cours de morphologie Mathématique XXI. 22



‘ Dimension fractale (1) |
e Définition

Placons nous dans R?. Lorsgu’ on dilate, ou gu’ on érode, un compact X par un
petit disquer B, derayon tendant vers zéro, il arrive que, sous |’ apparition
de détails de plus en plus fins, I’ accroissement de surface rapportéa r ne
tende pas vers le périmetre, fini, de larelation de Steiner, mais vers!’infini.

Dans ce cas, il existe une plus petite valeur a telle que
A(CXerB) - AXerB) =kra+0(ra) l<sas?
(k constante). Lavaleur d=2- a définit ladimension de Minkowski de X.

« Exemples: Ensemblesdel’anneau convexe, d=1
Traectoire brownienne, d = 1,5
Courbe de Peano, d = 2.
 Ensembles fractals

Le modele d’ ensemble fractal de B. Mandelbrot met en jeu la dimension d,
notion locale, et auss I’ auto-homothétie qui, elle, est une notion globale
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| Dimension fractale (I1) |
o Stereologie

La dimension fractale s éend a R"mais n’est pas une notion stéréologique.
En pratique, dans le cas isotrope, on passe de R2a R3en rgjoutant 1 ad.

o Expérimentation
On accede a I'objet via une série de grossissements 0, dont la limite de
réesolution r vaen diminuant. A 8 donnég, le périmetre apparent de X vaut
U(r)=[A(X®rB) - AXerB)]/2r = k/l2r -1,
Expéerimentalement, il faut donc vérifier s Log U, (r), fonction de Log r
S gjuste aune droite. Auquel cas, lapente decelle-ci estime d - 1.
e Fonction numeriques

Quand |'objet d'étude est une fonction numérique, le raisonnement
précédent, appliqué aux sections X, conduit al’ agorithme

loggrad . (f)=(d-1)logr + K

J. Serra Ecole des Mines de Paris ( 2000 ) Cours de morphologie Mathématique XXI. 24



Dimension fractale : exemple

0000 ! :
" c:\wmmorph\argile.dat" -
1000 ¢
100 '
100 1000 1000

« Echantillon d'argile vu au microscope €electronique a
balayage, aux grossissements

107, 3.10%, 103, 3.10%et 10
o L’apparition de détails nouveaux a chaque étape suggerele

modele fractal. Defait, I’augmentation du gradient conduit
ad=~18

Argile: Gx 300
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