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Ilots booléens

Fonds rocheux booléens

Usage des fonctions booléennes



J. Serra   Ecole des Mines de Paris ( 2000 ) Cours de morphologie Mathématique  XXVI. 2

Fonctions  aléatoires  considérées  comme  EFAFonctions  aléatoires  considérées  comme  EFA

Pour construire un analogue numérique des EFA, il faut partir d’une classe 
de fonctions f : E → R ( E espace topologique) qui 
– soit compacte ( pour  pouvoir la probabiliser)
– forme un treillis  complet ( pour y effectuer dilatations et érosions).

La classe F des fonctions s.c.s. répond aux deux critères. En effet:

• F équivaut à la famille des sous-graphes fermés, i.e. aux fermés C de  
F( E⊗ R ) tels que (Matheron,1969) 

- E-∞∞∞∞⊆⊆⊆⊆ C,
- ∀ ∀ ∀ ∀ x ∈∈∈∈ E,   ∀ ∀ ∀ ∀ t ∈∈∈∈ R  :       (x,t) ∈∈∈∈ C   ⇒     ⇒     ⇒     ⇒     {x} ⊗ [⊗ [⊗ [⊗ [ ∞∞∞∞, t ]  ⊆⊆⊆⊆ C ;

• et une fonction f : E → R  est s.c.s. si et seulement si ses sections
Xt (f) = { x : f(x) ≥≥≥≥ t }  

sont des fermés à décroissance monotones , i.e. 
s ≤≤≤≤ t  ⇒⇒⇒⇒ Xs ⊇⊇⊇⊇ Xt et Xt =  Lim ↓ ↓ ↓ ↓ {Xs ; s ≤≤≤≤ t } = ∩∩∩∩{Xs ; s ≤≤≤≤ t } 

Pour construire un analogue numérique des EFA, il faut partir d’une classe 
de fonctions f : E → R ( E espace topologique) qui 
– soit compacte ( pour  pouvoir la probabiliser)
– forme un treillis  complet ( pour y effectuer dilatations et érosions).

La classe F des fonctions s.c.s. répond aux deux critères. En effet:

• F équivaut à la famille des sous-graphes fermés, i.e. aux fermés C de  
F( E⊗ R ) tels que (Matheron,1969) 

- E-∞∞∞∞⊆⊆⊆⊆ C,
- ∀ ∀ ∀ ∀ x ∈∈∈∈ E,   ∀ ∀ ∀ ∀ t ∈∈∈∈ R  :       (x,t) ∈∈∈∈ C   ⇒     ⇒     ⇒     ⇒     {x} ⊗ [⊗ [⊗ [⊗ [ ∞∞∞∞, t ]  ⊆⊆⊆⊆ C ;

• et une fonction f : E → R  est s.c.s. si et seulement si ses sections
Xt (f) = { x : f(x) ≥≥≥≥ t }  

sont des fermés à décroissance monotones , i.e. 
s ≤≤≤≤ t  ⇒⇒⇒⇒ Xs ⊇⊇⊇⊇ Xt et Xt =  Lim ↓ ↓ ↓ ↓ {Xs ; s ≤≤≤≤ t } = ∩∩∩∩{Xs ; s ≤≤≤≤ t } 

_

_

_
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Treillis des fonctions s.c.s.Treillis des fonctions s.c.s.

• Dilatation et érosion
Puisque la classe des fermés est stable pour les opérations de Minkowski

pour les éléments structurants compacts, il découle des propriétés 
précédentes que

B compact  ;  f  s.c.s.   ⇒     ⇒     ⇒     ⇒     f⊕⊕⊕⊕B  and f((((B s.c.s. 

• Treillis des fonctions s.c.s. 
Le treillis complet sous-jacent ici admets l’infimum numérique usuel, i.e.

(∧∧∧∧ fi)(x) = ∧∧∧∧ fi(x) ∀ ∀ ∀ ∀ x ∈∈∈∈ E 
alors que le supremum est la fermeture topologique du sup numérique :

(∨∨∨∨ fi)(x) = ∨∨∨∨ fi(x)       ∀ ∀ ∀ ∀ x ∈∈∈∈ E 
En conséquence de cette dissymétrie, la dilatation (f,B) → f⊕B est continue, 

alors que l’érosion(f, B) → f(B n ’est que semi-continue supérieurement.

• Dilatation et érosion
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précédentes que

B compact  ;  f  s.c.s.   ⇒     ⇒     ⇒     ⇒     f⊕⊕⊕⊕B  and f((((B s.c.s. 
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Propriétés topologiques des fonctions s.c.s.Propriétés topologiques des fonctions s.c.s.

• La classe F est une famille compacte dans F( E⊗ R ), où les ouverts 
sont les parties de F dont les éléments vérifient les deux conditions :

X+
f (G) = sup { f(x) , x ∈∈∈∈ G } > b et   inf { X+

f (G) , G ⊃⊃⊃⊃ K } < a , 
quand  G décrit l ’ensemble des ouverts de E et K celui de ses compacts. 

• Une séquence fn converge vers f dans F si et seulement si

i)  pour tout  x ∈ E, il existe  une séquence  xn → → → → x dans E telle que 
la séquence fn(xn) → ) → ) → ) → f(x) dans R ;

ii ) si une séquence xnk converge vers x dans E , alors la séquence 
fnk(xnk) vérifie Lim fnk(xnk) ≤ ) ≤ ) ≤ ) ≤ f(x).

• La classe F est une famille compacte dans F( E⊗ R ), où les ouverts 
sont les parties de F dont les éléments vérifient les deux conditions :

X+
f (G) = sup { f(x) , x ∈∈∈∈ G } > b et   inf { X+

f (G) , G ⊃⊃⊃⊃ K } < a , 
quand  G décrit l ’ensemble des ouverts de E et K celui de ses compacts. 

• Une séquence fn converge vers f dans F si et seulement si

i)  pour tout  x ∈ E, il existe  une séquence  xn → → → → x dans E telle que 
la séquence fn(xn) → ) → ) → ) → f(x) dans R ;

ii ) si une séquence xnk converge vers x dans E , alors la séquence 
fnk(xnk) vérifie Lim fnk(xnk) ≤ ) ≤ ) ≤ ) ≤ f(x).

_
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Fonctions aléatoires s.c.s. (G. Matheron, 1969)Fonctions aléatoires s.c.s. (G. Matheron, 1969)

• Munissons F de la σ - algèbre engendrée par sa topologie, i.e. par les 
événements

X+
f (G) = sup { f(x) , x ∈∈∈∈ G } > b .

• Une fonction aléatoire s.c.s. est alors définie par la donnée de l ’espace 
mesurable ( F, σ ) et d’une  probabilité P. De telles probabilités existent 
car F est compact.

• De même qu’une variable aléatoire se caractérise par sa fonction de 
distribution, de même la fonction aléatoire f ∈ ( F, σ , P) est déterminée 
par les distributions conjointes

Pr { sup{ f(x) , x ∈∈∈∈ B1 } < λλλλ1 1 1 1 ; ....; ....; ....; ....sup{ f(x) , x ∈∈∈∈ Bn } < λλλλn } 

pour toutes les suites finies {Bi} de compacts et {λi} de réels ( J. Serra).

• Munissons F de la σ - algèbre engendrée par sa topologie, i.e. par les 
événements

X+
f (G) = sup { f(x) , x ∈∈∈∈ G } > b .

• Une fonction aléatoire s.c.s. est alors définie par la donnée de l ’espace 
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distribution, de même la fonction aléatoire f ∈ ( F, σ , P) est déterminée 
par les distributions conjointes

Pr { sup{ f(x) , x ∈∈∈∈ B1 } < λλλλ1 1 1 1 ; ....; ....; ....; ....sup{ f(x) , x ∈∈∈∈ Bn } < λλλλn } 

pour toutes les suites finies {Bi} de compacts et {λi} de réels ( J. Serra).
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Notations  pour  le  cas bi-dimensionnelNotations  pour  le  cas bi-dimensionnel

T :       Axe ("vertical") des niveaux  de  gris. T  représente R, Z  
ou  l'un, quelconque, de  leurs  segments  fermés , 

f ' :      grain  primaire, ici  une  fonction  s.c.s. dont,  pour  tout 
t > −∞, les  sections  horizontales  sont  p.s.compactes,

ΠΠΠΠt :                     plan  test  "horizontal" de cote t  ( avec  Π0 ∼ R2 ) ,
f ⊕⊕⊕⊕ K :               dilatation de  f  par  le réciproque K  de  K ,
a(K), u(K) :       aire,  périmètre  de  K  ( K : compact 2D ),
v(f), ρρρρ(f), h(f) :  volume,  module du gradient, et cote maximale               

de  la  fonction bi-dimensionnelle  f .

De plus,  par  convention, quand K , f  sont aléatoires,  a(K), v(f), etc.. 
désignent les Espérances Mathématiques des  variables  aléatoires  
correspondantes.

T :       Axe ("vertical") des niveaux  de  gris. T  représente R, Z  
ou  l'un, quelconque, de  leurs  segments  fermés , 

f ' :      grain  primaire, ici  une  fonction  s.c.s. dont,  pour  tout 
t > −∞, les  sections  horizontales  sont  p.s.compactes,

ΠΠΠΠt :                     plan  test  "horizontal" de cote t  ( avec  Π0 ∼ R2 ) ,
f ⊕⊕⊕⊕ K :               dilatation de  f  par  le réciproque K  de  K ,
a(K), u(K) :       aire,  périmètre  de  K  ( K : compact 2D ),
v(f), ρρρρ(f), h(f) :  volume,  module du gradient, et cote maximale               

de  la  fonction bi-dimensionnelle  f .

De plus,  par  convention, quand K , f  sont aléatoires,  a(K), v(f), etc.. 
désignent les Espérances Mathématiques des  variables  aléatoires  
correspondantes.

_ _ 
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Construction   des îlots  booléensConstruction   des îlots  booléens

• On  réalise des points poissonniens I  (les  
"germes" ) d' intensité θ,  sur  le  plan  Π 0

On  se  donne  comme grain  primaire  centré  
à l' origine la  fonction  aléatoire f',  p.s. 
compacte ;

A  chaque  point i∈ I est  affectée  une 
réalisation  f 'i du  grain  primaire  transité  
au  point  i ;

Puis on prend  le supremum f , en  I,  de tous 
les f 'i ;

f =∨∨∨∨{ f 'i , i ∈∈∈∈ I  }
qui engendre,  par  définition,  une réalisation  

de  la fonction  booléenne ( θ ,θ ,θ ,θ , f ' ) .

• On  réalise des points poissonniens I  (les  
"germes" ) d' intensité θ,  sur  le  plan  Π 0

On  se  donne  comme grain  primaire  centré  
à l' origine la  fonction  aléatoire f',  p.s. 
compacte ;

A  chaque  point i∈ I est  affectée  une 
réalisation  f 'i du  grain  primaire  transité  
au  point  i ;

Puis on prend  le supremum f , en  I,  de tous 
les f 'i ;

f =∨∨∨∨{ f 'i , i ∈∈∈∈ I  }
qui engendre,  par  définition,  une réalisation  

de  la fonction  booléenne ( θ ,θ ,θ ,θ , f ' ) .

Simulation de 
cônes booléens
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Exemples d’îlots  booléensExemples d’îlots  booléens

Cristaux de ferrite Hématies
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Fonctionnelle  Caractéristique   Q(K)Fonctionnelle  Caractéristique   Q(K)

• Equation  de base du modèle  ( J.  Serra ) :
K est un élément structurant compact  dans R2⊗Τ . Supposons tout 

d'abord  que Kt , plan, soit contenu  dans le  plan Pt . Alors Kt est  
disjoint  du sous-graphe  de  f ssi il  est inclus dans  les  pores  de  
l'ensemble  booléen   f ∩ Πt , i.e. :

Q ( Kt ) = exp { −−−−θ θ θ θ a [ ( f '⊕⊕⊕⊕ Kt ) ∩∩∩∩ ΠΠΠΠt ]  } ( 1 )
On  montre  facilement  que la rel.(1) reste  vraie pour K  tridimensionnel.

• Généralisation:
En remplaçant  l'aire  a par  le  volume moyen  µn, à  n  dimensions, 

nous  obtenons directement l'expression de Q (Kt) dans l' espace Rn⊗T .
A  noter  que  Q (Kt), bien qu' invariant  pour les translations  horizontales, 

dépend au  plus haut  point de la cote t, i.e. de l'altitude de Kt . 

• Equation  de base du modèle  ( J.  Serra ) :
K est un élément structurant compact  dans R2⊗Τ . Supposons tout 

d'abord  que Kt , plan, soit contenu  dans le  plan Pt . Alors Kt est  
disjoint  du sous-graphe  de  f ssi il  est inclus dans  les  pores  de  
l'ensemble  booléen   f ∩ Πt , i.e. :

Q ( Kt ) = exp { −−−−θ θ θ θ a [ ( f '⊕⊕⊕⊕ Kt ) ∩∩∩∩ ΠΠΠΠt ]  } ( 1 )
On  montre  facilement  que la rel.(1) reste  vraie pour K  tridimensionnel.

• Généralisation:
En remplaçant  l'aire  a par  le  volume moyen  µn, à  n  dimensions, 

nous  obtenons directement l'expression de Q (Kt) dans l' espace Rn⊗T .
A  noter  que  Q (Kt), bien qu' invariant  pour les translations  horizontales, 

dépend au  plus haut  point de la cote t, i.e. de l'altitude de Kt . 
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Moments (I)Moments (I)

En règle  générale, on  passe des Q(Kt ) aux  caractéristiques du  grain
primaire  dans R2⊗T  en sommant les moments de  Log Q(Kt )  en  t  
(D. Jeulin,  J. Serra) . En particulier, si q et u désignent la porosité
et  le périmètre spécifique pour  la  section   f ∩ Πt , on atteint, à θ
près.

Le volume v ( f '), à partir de  la rel.(1),  en réduisant K  à un point :

θ θ θ θ v ( f ') = = = = ∫T a ( f ' ∩∩∩∩ ΠΠΠΠt ) dt =  -∫T Log qt dt ;    

L' intégrale ρ ( f ')  du  module du  gradient de  f ',  en faisant : 

θ ρθ ρθ ρθ ρ ( f ')  = ∫T ( ut / at ) dt    

Ces  deux  cas  particuliers  proviennent de  la formule  générale suivante :

-∫T tk-1 Log Q ( K t ) dt =  ( θ θ θ θ / k ) E [∫Rn (f '⊕⊕⊕⊕ K)k (x) dx ]     ;      k > 0

En règle  générale, on  passe des Q(Kt ) aux  caractéristiques du  grain
primaire  dans R2⊗T  en sommant les moments de  Log Q(Kt )  en  t  
(D. Jeulin,  J. Serra) . En particulier, si q et u désignent la porosité
et  le périmètre spécifique pour  la  section   f ∩ Πt , on atteint, à θ
près.

Le volume v ( f '), à partir de  la rel.(1),  en réduisant K  à un point :

θ θ θ θ v ( f ') = = = = ∫T a ( f ' ∩∩∩∩ ΠΠΠΠt ) dt =  -∫T Log qt dt ;    

L' intégrale ρ ( f ')  du  module du  gradient de  f ',  en faisant : 

θ ρθ ρθ ρθ ρ ( f ')  = ∫T ( ut / at ) dt    

Ces  deux  cas  particuliers  proviennent de  la formule  générale suivante :

-∫T tk-1 Log Q ( K t ) dt =  ( θ θ θ θ / k ) E [∫Rn (f '⊕⊕⊕⊕ K)k (x) dx ]     ;      k > 0
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Moments  (II)Moments  (II)

• Autres  moments :

- La covariance d' ordre  un du  grain f '  est  obtenue  en  prenant  pour  
K(h)  un  doublet  de  points   horizontaux , extrémités  du  vecteur  h :

-∫R2 T Log Q [ Kt( h ) ] dt =   2 θ θ θ θ v( f ')  - θ θ θ θ ∫R2 inf [ f '(x) , f '(x + h) ] dx

- Si l' on  suppose  un  seul  maximum  au   grain  primaire, la  loi  de  
probabilité  de  son  altitude u  est  accessible . Supposons  que  cette  loi  
admette une  densité  ϖ, et  soit  ν(t)dt le  nombre  spécifique  des  
maxima de  f   dans l' intervalle ( t, t+dt ). Alors,  clairement: 

θ ϖ θ ϖ θ ϖ θ ϖ ( t ) q ( t )dt =   νννν ( t )dt.
N. B. mutatis mutandis, les  six  moments  ci-dessus  s'étendent  directement  

au  cas  à   n dimensions

• Autres  moments :

- La covariance d' ordre  un du  grain f '  est  obtenue  en  prenant  pour  
K(h)  un  doublet  de  points   horizontaux , extrémités  du  vecteur  h :

-∫R2 T Log Q [ Kt( h ) ] dt =   2 θ θ θ θ v( f ')  - θ θ θ θ ∫R2 inf [ f '(x) , f '(x + h) ] dx

- Si l' on  suppose  un  seul  maximum  au   grain  primaire, la  loi  de  
probabilité  de  son  altitude u  est  accessible . Supposons  que  cette  loi  
admette une  densité  ϖ, et  soit  ν(t)dt le  nombre  spécifique  des  
maxima de  f   dans l' intervalle ( t, t+dt ). Alors,  clairement: 

θ ϖ θ ϖ θ ϖ θ ϖ ( t ) q ( t )dt =   νννν ( t )dt.
N. B. mutatis mutandis, les  six  moments  ci-dessus  s'étendent  directement  

au  cas  à   n dimensions
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Ilots  booléens  et  convexitéIlots  booléens  et  convexité

• Test de  base:
Quand  les  sections de  f ' ( mais  pas   nécessairement  la  fonction f ' )  

sont convexes, on  trouve  alors,  en  appliquant  la  formule  de Steiner à
Log Q ( K ) :

-∫T Log Q (λλλλKt)dt =  θθθθ [ λλλλ2222 a ( K ) h (f ') + λ λ λ λ u ( Κ ) ρ( Κ ) ρ( Κ ) ρ( Κ ) ρ ( f ' ) / 2π  +  2π  +  2π  +  2π  +  v (f ') ]

Comme θv, θρ and  h  sont  toujours  accessibles, cette  relation  permet  
donc,  à   la  fois,  de  tester l' hypothèse  de  convexité  et d'estimer θ
(en  prenant  pour  K  un  carré  ou  un  hexagone ).

• Autres tests :
D'autres   tests  reposent  sur  les  K  de  grande  taille,  et aussi  sur  la  

convexité  de   f '  lui - même ( D. Jeulin).

• Test de  base:
Quand  les  sections de  f ' ( mais  pas   nécessairement  la  fonction f ' )  

sont convexes, on  trouve  alors,  en  appliquant  la  formule  de Steiner à
Log Q ( K ) :

-∫T Log Q (λλλλKt)dt =  θθθθ [ λλλλ2222 a ( K ) h (f ') + λ λ λ λ u ( Κ ) ρ( Κ ) ρ( Κ ) ρ( Κ ) ρ ( f ' ) / 2π  +  2π  +  2π  +  2π  +  v (f ') ]

Comme θv, θρ and  h  sont  toujours  accessibles, cette  relation  permet  
donc,  à   la  fois,  de  tester l' hypothèse  de  convexité  et d'estimer θ
(en  prenant  pour  K  un  carré  ou  un  hexagone ).

• Autres tests :
D'autres   tests  reposent  sur  les  K  de  grande  taille,  et aussi  sur  la  

convexité  de   f '  lui - même ( D. Jeulin).
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Fonctions   booléennes  asymptotiques :  les  fonds  
rocheux

Fonctions   booléennes  asymptotiques :  les  fonds  
rocheux

• Dans  les îlots  booléens,  germes poissonniens étaient concentrés  sur 
Π0 . On  peut  les  implanter différemment  dans Rn⊗T, en  choisissant 
une  intensité  θ(dt)  qui  dépende de  t .

• Par  exemple,  en  prenant θ constant  dans  le demi-espace  négatif,  et 
un  grain  primaire f '  indépendant  de  t, on  définit  le  modèle   des
Fonds Rocheux ( J. Serra ) :

i)     θ ( dt )  =  0       si  t > 0 ,         
θ ( dt )  =  θ dt sinon  ,

ii)      f ' (x , t )   =   f ' ( x )   .

(  Aussi  profond que l'on  plonge,  on  trouve toujours  des  reliefs  et  jamais  
le  fond   plat ) .

• Dans  les îlots  booléens,  germes poissonniens étaient concentrés  sur 
Π0 . On  peut  les  implanter différemment  dans Rn⊗T, en  choisissant 
une  intensité  θ(dt)  qui  dépende de  t .

• Par  exemple,  en  prenant θ constant  dans  le demi-espace  négatif,  et 
un  grain  primaire f '  indépendant  de  t, on  définit  le  modèle   des
Fonds Rocheux ( J. Serra ) :

i)     θ ( dt )  =  0       si  t > 0 ,         
θ ( dt )  =  θ dt sinon  ,

ii)      f ' (x , t )   =   f ' ( x )   .

(  Aussi  profond que l'on  plonge,  on  trouve toujours  des  reliefs  et  jamais  
le  fond   plat ) .
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Exemples de fonds  rocheuxExemples de fonds  rocheux

Dans  R1⊗⊗⊗⊗T, avec des fonctions
primaires coniques

Dans  R2⊗⊗⊗⊗T, avec des fonctions
primaires  paraboloïdes
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Fonctionnelle  Q(K)  des  fonds  rocheuxFonctionnelle  Q(K)  des  fonds  rocheux

La  formule  de  base du  modèle  est  assez proche de  celle  des îlots  

Q ( K t )  =  exp { -θθθθ [∫T a [ ( f ' ⊕⊕⊕⊕ K )-t ∩∩∩∩ ΠΠΠΠu ]du  }

(L'intégrale  supplémentaire  provient  de  la  distribution  3D des   germes ) 

• La dérivée  logarithmique de Q ( Kt )  par  rapport à t est  instructive. 
En  effet,

[ Q ( K t ) ] ' /  Q ( K t )   =   θθθθ a [ (f ' ⊕⊕⊕⊕ K ) ∩∩∩∩ ΠΠΠΠt ] ,   
Le  membre  de  gauche doit être positif  et décroître en  fonction  de t. Cela  

permet  de tester  le  modèle  et  de  le  différentier  des îlots  booléens .
• Les moments sont donnés par la formule générale suivante, différente de 

celle des  îlots:

-∫tk-2 Log Q ( K t ) dt =  θθθθ / k(k-1) . E [∫R2 (f '⊕⊕⊕⊕ K )k (x) dx ]       k >1

La  formule  de  base du  modèle  est  assez proche de  celle  des îlots  

Q ( K t )  =  exp { -θθθθ [∫T a [ ( f ' ⊕⊕⊕⊕ K )-t ∩∩∩∩ ΠΠΠΠu ]du  }

(L'intégrale  supplémentaire  provient  de  la  distribution  3D des   germes ) 

• La dérivée  logarithmique de Q ( Kt )  par  rapport à t est  instructive. 
En  effet,

[ Q ( K t ) ] ' /  Q ( K t )   =   θθθθ a [ (f ' ⊕⊕⊕⊕ K ) ∩∩∩∩ ΠΠΠΠt ] ,   
Le  membre  de  gauche doit être positif  et décroître en  fonction  de t. Cela  

permet  de tester  le  modèle  et  de  le  différentier  des îlots  booléens .
• Les moments sont donnés par la formule générale suivante, différente de 

celle des  îlots:

-∫tk-2 Log Q ( K t ) dt =  θθθθ / k(k-1) . E [∫R2 (f '⊕⊕⊕⊕ K )k (x) dx ]       k >1
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Prototypes  de  fonctions  booléennesPrototypes  de  fonctions  booléennes

• Généralisation  ?
Pouvons  nous  étendre  la  technique  utilisée  pour  les fonds

rocheux  et  construire des  fonctions  booléennes  plus  générales,  dont
l'intensité  θ(dt)  varie  selon  t, dans Rn⊗T  ?

• Une  situation ambigüe
En  fait,  une  même fonction   booléenne  est décomposable de 

plusieurs  façons puisqu'on peut  toujours  considérer un  grain  germé  
en  (dx , Πt)  comme  germé  en (dx , Π0 )  avec  une  autre  loi  de   
probabilité .

• Décompositions  et  unicité
C' est  pourquoi  on  peut  énoncer (F. Prêteux, M. Schmitt):

- Si  ∫∫∫∫T θθθθ (dt ) <∞∞∞∞ , la  fonction équivaut  à  des îlots  booléens ;
- Si  ∫∫∫∫T θθθθ (dt ) =∞∞∞∞ ,  la  fonction équivaut  à  des  fonds  rocheux .

• Généralisation  ?
Pouvons  nous  étendre  la  technique  utilisée  pour  les fonds

rocheux  et  construire des  fonctions  booléennes  plus  générales,  dont
l'intensité  θ(dt)  varie  selon  t, dans Rn⊗T  ?

• Une  situation ambigüe
En  fait,  une  même fonction   booléenne  est décomposable de 

plusieurs  façons puisqu'on peut  toujours  considérer un  grain  germé  
en  (dx , Πt)  comme  germé  en (dx , Π0 )  avec  une  autre  loi  de   
probabilité .

• Décompositions  et  unicité
C' est  pourquoi  on  peut  énoncer (F. Prêteux, M. Schmitt):

- Si  ∫∫∫∫T θθθθ (dt ) <∞∞∞∞ , la  fonction équivaut  à  des îlots  booléens ;
- Si  ∫∫∫∫T θθθθ (dt ) =∞∞∞∞ ,  la  fonction équivaut  à  des  fonds  rocheux .
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Propriétés   ensemblistesPropriétés   ensemblistes

• Propriétés   de  base
Le  supremum  de  F.B., leurs  dilatés  par  tout  compact  de Rn⊗T  

sont encore  Booléens, ainsi  que  leur  sections  "verticales" (les  
"horizontales"  engendrent des  fermés  Booléens de Rn ).

• Divisibilité  indéfinie  pour le sup
Toute  F.B. peut s' écrire,   pour  tout   k > 0                            

f  = Sup { fj ,  j ∈∈∈∈ [ 1,... k ] }
où  les fi sont k  F.B. équivalentes, et indépendantes.

• Domaine  d' attraction
Soient {fj }  des  fns aléatoires s.c.s.  stationnaires et  p.s. bornées,

{kj}  des  fns aléatoires binaires, stat., à grains p.s. compacts
Quand  E[ kj]→0, p→∞ avec  E[kj]×p→m < ∞, la  fonction

φφφφp =  ∨∨∨∨ { (kj∧∧∧∧fj ) ,  1≤≤≤≤ j≤≤≤≤ p } tend  vers  des îlots  booléens .

• Propriétés   de  base
Le  supremum  de  F.B., leurs  dilatés  par  tout  compact  de Rn⊗T  

sont encore  Booléens, ainsi  que  leur  sections  "verticales" (les  
"horizontales"  engendrent des  fermés  Booléens de Rn ).

• Divisibilité  indéfinie  pour le sup
Toute  F.B. peut s' écrire,   pour  tout   k > 0                            

f  = Sup { fj ,  j ∈∈∈∈ [ 1,... k ] }
où  les fi sont k  F.B. équivalentes, et indépendantes.

• Domaine  d' attraction
Soient {fj }  des  fns aléatoires s.c.s.  stationnaires et  p.s. bornées,

{kj}  des  fns aléatoires binaires, stat., à grains p.s. compacts
Quand  E[ kj]→0, p→∞ avec  E[kj]×p→m < ∞, la  fonction

φφφφp =  ∨∨∨∨ { (kj∧∧∧∧fj ) ,  1≤≤≤≤ j≤≤≤≤ p } tend  vers  des îlots  booléens .



J. Serra   Ecole des Mines de Paris ( 2000 ) Cours de morphologie Mathématique  XXVI. 18

Ilots  booléens  et stéréologieIlots  booléens  et stéréologie

• Densités  induites
• Soit  f3 =  ( f '3 , θ3 )  une  fonction d îlots  booléens  dans   R3⊗T , et 

soient S'3 (ω ) et  D'3 (ω ) l'aire et la largeur  moyennes de la  projection  
du support  de  f'3 .

• Si l'on coupe  R3 par  :                                                         
- un  plan Π0 ( ω )  de  direction ω,  alors θθθθ2222 ( ω ) =  θ( ω ) =  θ( ω ) =  θ( ω ) =  θ3 D'3 ( ω ω ω ω )
- une droite ∆0 ( ω ) de direction  ω, alors  θθθθ1111 ( ω ) =  θ( ω ) =  θ( ω ) =  θ( ω ) =  θ3 S'3 ( ωωωω )  .

• Grains  Primaires  induits
Comme  les  porosités qt sont  invariantes  par sectionnement vertical , 
nous pouvons  écrire  θ3 v3 (f '3)  =  θ2 v2 (f '2)  = θ1 v1 (f '1) d'où  

v3 (f '3)  =   v2 (f '2) D'3 (ωωωω)   =  v1 (f '1) S'3 (ω ω ω ω )
(  relations  analogues  pour  les  intégrales  de  gradient  et pour  les 

maxima  des  f ' s  )

• Densités  induites
• Soit  f3 =  ( f '3 , θ3 )  une  fonction d îlots  booléens  dans   R3⊗T , et 

soient S'3 (ω ) et  D'3 (ω ) l'aire et la largeur  moyennes de la  projection  
du support  de  f'3 .

• Si l'on coupe  R3 par  :                                                         
- un  plan Π0 ( ω )  de  direction ω,  alors θθθθ2222 ( ω ) =  θ( ω ) =  θ( ω ) =  θ( ω ) =  θ3 D'3 ( ω ω ω ω )
- une droite ∆0 ( ω ) de direction  ω, alors  θθθθ1111 ( ω ) =  θ( ω ) =  θ( ω ) =  θ( ω ) =  θ3 S'3 ( ωωωω )  .

• Grains  Primaires  induits
Comme  les  porosités qt sont  invariantes  par sectionnement vertical , 
nous pouvons  écrire  θ3 v3 (f '3)  =  θ2 v2 (f '2)  = θ1 v1 (f '1) d'où  

v3 (f '3)  =   v2 (f '2) D'3 (ωωωω)   =  v1 (f '1) S'3 (ω ω ω ω )
(  relations  analogues  pour  les  intégrales  de  gradient  et pour  les 

maxima  des  f ' s  )
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Usage des fonctions booléennesUsage des fonctions booléennes

Que  pouvons  nous  attendre  des  calculs sur  les  fonctions  
booléennes  ?

• Estimation de  paramètres  tridimensionnels  à  partir  de  sections  
planes,

• Séparation des  rôles dus  à  la nucléation et  à  la  croissance  dans  
une  cristallisation (de même façon  pour  les  fermés  Booléens ),

• Comptage :

De  l' intégrale - ∫T Log qt dt =  θθθθ2 v'2 =  θθθθ3 v'3 ( 2 ) ,
on  tire  une  estimation de  θ2 , et  même de   θ3 ,  

– dès  que l'on  connaît a priori  v'2 ou  v'3 , 
– ou  que  l'on  estime  ces  quantités sur  des  grains  isolés .

Que  pouvons  nous  attendre  des  calculs sur  les  fonctions  
booléennes  ?

• Estimation de  paramètres  tridimensionnels  à  partir  de  sections  
planes,

• Séparation des  rôles dus  à  la nucléation et  à  la  croissance  dans  
une  cristallisation (de même façon  pour  les  fermés  Booléens ),

• Comptage :

De  l' intégrale - ∫T Log qt dt =  θθθθ2 v'2 =  θθθθ3 v'3 ( 2 ) ,
on  tire  une  estimation de  θ2 , et  même de   θ3 ,  

– dès  que l'on  connaît a priori  v'2 ou  v'3 , 
– ou  que  l'on  estime  ces  quantités sur  des  grains  isolés .
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Exemple: simulations de facies entrecroisésExemple: simulations de facies entrecroisés

a) b)

c) cones et cylindres

a) et b)
cônes

paraboloïdes
cylindres
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Exemple de comptageExemple de comptage

• Exemple  de comptage : Numération sanguine
Reprise de l’exemple XIV-31 où le seuillage est remplacé par la mise à 0 du 

fond ( îlots booléens). Le nombre n des hématies (estimé à 188 en binaire) 
est donné par la formule (2) :  

n =  - (champ . ∫T Log q t dt ) / v' = 39360 . 70,055 / 14.020 = 196,7

• Exemple  de comptage : Numération sanguine
Reprise de l’exemple XIV-31 où le seuillage est remplacé par la mise à 0 du 

fond ( îlots booléens). Le nombre n des hématies (estimé à 188 en binaire) 
est donné par la formule (2) :  

n =  - (champ . ∫T Log q t dt ) / v' = 39360 . 70,055 / 14.020 = 196,7

a) hématies
(champ: 39360)

fond noir de a)
pour t = 90

volume moyen d ’une
hématie : v’ = 14.020
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Applications des fonctions  booléennesApplications des fonctions  booléennes

Dans quels domaines les fonctions aléatoires booléennes ont elles montré 
leur pertinence ?

• Description  de  textures ( e. g.  microscopie  électronique )
• Stéréologie R2 → R3 (  Nombres  ,  tailles  ,  Evolutions  ) , 
• Utilisation heuristique (  e. g .    Algorithme  de  comptage ) ,
• Prédiction (  distributions  du sup (ou de l' inf )  dans  certaines  zones,  

e.g. pollution  ) ,
• Géostatistique  (  lois  des  changements  de  supports  dans  les  calculs 

de  réserves  ) ,
• Fractographie (  lois de  propagation  de  fractures  à  partir  de 

sollicitations Booléennes  ), 
• Synthèse  d' images (   banques  de  textures ,  codage d' images )  .

Dans quels domaines les fonctions aléatoires booléennes ont elles montré 
leur pertinence ?

• Description  de  textures ( e. g.  microscopie  électronique )
• Stéréologie R2 → R3 (  Nombres  ,  tailles  ,  Evolutions  ) , 
• Utilisation heuristique (  e. g .    Algorithme  de  comptage ) ,
• Prédiction (  distributions  du sup (ou de l' inf )  dans  certaines  zones,  

e.g. pollution  ) ,
• Géostatistique  (  lois  des  changements  de  supports  dans  les  calculs 

de  réserves  ) ,
• Fractographie (  lois de  propagation  de  fractures  à  partir  de 

sollicitations Booléennes  ), 
• Synthèse  d' images (   banques  de  textures ,  codage d' images )  .
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