\Chapitrell . Dilatation, Erosionl

4 : . .
Erosion et dilatation d'ensembles:
1-cas genér al
2-opér ations de MinkowskKi
3- opérateurs standards

'

Erosion et dilatation de fonctions

‘ Opérations Planairesl ‘Gradientset Laplacienl
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\H.I\/I T.et Erosion Ensemblistesl

o Lesobjetsdétude sontici lesensembles X[E. La
morphologie mathematique les décrit :

— en associant a tout Xx[JE deux sondes A(x) et B(x)
— et en testant si I'une est dans X© et I'autre dans

o Lesfonctions x - A(X) et X - B(X) sont appelées

éléments structurants, et le transforme par tout ou mage initiale
riende X (H.M.T.) se définit par I' opération (ch. 8):
n(X)={z A@ OX*; B@OX) Ny,
e Quand A=[In (X) devient I'érodé de X par I'édément - p
structurant (variable) B et sécrit : 4 \_}-

SB(X) = {Z: B(Z) a X} exemplede H.M.T.
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\ Adjonction (1) |

* Erosion Ensembliste : L'opération €, commute avec N :

eB(m Xi) ={z: B(z) O N Xi }=n{z. B(2 DXi} =N eB(Xi) ,
Il s agit donc bien d' une érosion.
e Adjonction : Les équivaences:
X [E B(Y) - {xOXOBX)OY} < { BX),xOX}OY
conduisent al'opération
EB(X) = B(x),xOX}

gui commute avec U. C'est donc une dilatation, dite adjointe dee.

L "adjonction est une involution, puisgue par chemin inverse, on voit' que €
est |' adjointe de 9.

* Element Structurant : Comme 9,(X) = U {0,(x), XX}, |" application
" element structurant”  x—9,(x) = B(x) suffit a determiner
- ladilatation d : X - &(X) -et |I'érosione : X - g(X).
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‘ Adjonction (11) |

Théoreme d'adjonction (E. Gallois....H. Heijmans, Ch. Ronse, J. Serra).
Quand deux opérateurs sont liés par |’ équivalence

X Egg (Y) < 6B(X) vy
1ls constituent nécessairement un doublet "érosion-dilatation”.

« Démonstration: Soit Y, , i€ I, une famille dans P(E) et soit X tel que
o(X) L MY, o qX) Y., pourtout iel,
Par adjonction : la lere inclusion < X [E (NY))
la 2eme incluson < XIL[E g(Y).,iel, « XOnNe(Y)

dou € (NY;)=Ne(Y,), et & estuneerosion (ssmili modo pour ladilation).

Premiere représentation (J. Serra) : on a, pour toute adjonction (9,€) :
e(Y) =U{X:0(X)OY} O(X) =N{Y: :e(Y)OIX}

ou curieusement, I’ érosion est une reunion €t la dilatation une intersection.
N.B. les deux théoremes s étendent aux treillis compl ets.
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\ Repreésentations et Semi-groupes l

e Seconde représentation. Théoreme (J.Serra) : Toute application croissante
W sur P(E) peut s écrire comme réunion d' érosions € :
P=U{¢e,BeP(E)},
ou g(X) =yY(B) s X B, e g(X)=0 snon (résultat dual pour la
dilatation).
Cette représentation genéralise celle de G. Matheron relative au cas
invariant par trandation (11, 14), et s étend elle-méme aux treillis complets.

e Semi-groupes . Le produit de composition de deux dilatations (resp.
érosions) est encore une dilatation (resp. érosion). En effet:

O 8,) = U LB YO U BA) XOX} = U8 [BL(a] XX ),

laregle: 0,06, =0, ; € € =€  avec A =9 (By)

[Semi-groupe [J pasdinverse = perted' information.]
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\Cas d'un espace E muni d'une Translationl

« On appelle t-application toute operation Y:P(E)-P(E) qui est
Invariante par translation dans E.

e Quand E est muni d'une trandation, les deux dilatations de base sur
P(E) sont:

—|" Addition de Minkowski , qui est I'unigue t-dilatation,
—la Dilatation Standard , restreinte aux champs d'analyse bornés.
e Pour tout X 0 E, introduisons:
1) I'ensemble X, translaté de X suivant le vecteur b,
Xy ={x+b, x 0 X}
2) I'ensemble X transposé de X : Origing/Q Tramw“‘ﬂ@
X = { -x,x0OX}

Ona: x[BB, < z-x[B . Enfin, Bestsyméetrique quandil est
égal a son transpose.
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Dilatation d'ensembles et Addition de MinkowskKi

. L es t-dilatations sont appelees
additions de Minkowski . Chacune est
caractérisée par I'image B del'origine,
qui est donc I'élément structurant de base

* Notons 0,(X) = X & B, il vient
XeB = uU{B,, xUX}
=U{x+Db, xtOX, bOB }
= U{X, blB} =Be&X

e |nterprétation géométrique:

Dez[d (X) < {z0OB, ¢ xUX}
- {Ox:xtdB,Nn X}

ontirequeledilaté de X par B est lelieu

desimplantations z de |' élement

transpose B, quand celui-ci rencontre X :

5.0\)={z B.NX#I}
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Dilatation

Addition de Minkowski par un cercle
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Erosion d'Ensembles et Soustraction de Minkowski

« Définition : Lasoustraction XeB,
de Minkowski, de X par B est
I'érosion adjointe de X @ B. 0

e (X)=XeB={z: B OX }

Elément structurant

o Interprétation geométrique: X
S B est lelieu des positions du
centre z de|' élément structurant B,
guand celui-ci est inclus dans X.

e N - Représentation :
BZ 00X < 0O blB: b+z X
o (1 bOB: zO X b Soustraction de Minkowski

. par un cercle
d'ou : eB(X):m{Xb,bDB }

Erosion
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\ L es Deux Dualitésl

« L'adjonction, dg§avue, estladualité
XOYe B o XeBOY X, YOE.

Elle est spécifique aux couples "érosion-dilatation”.
L'adjonction fait penser ainverse. Defaitss X Y et B
sont convexes homothétigues,

Dilaté de X par B,

ona X=YeB - XeB=Y. homothétiques

o Puisil y aladualité pour le complement, i.e. dansle
casdel' erosion :
Y (X) =(X° e B), y
Or, (X% B)°=[ N {(X,)%, bOB}]°= U {X,, bOB}
e QPX)=(X©B)= XoB
Le dilaté de Minkowski par B est dual, pour le Dilaté du méme X
Compl ément, de |’ érodé de MinkowskKi par B. par le transposéB
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\ Propriéetées algébriques des Opérations de Minkowski |

Distributivité :

Onaleségalites: mais seulement lesinclusions:

XeBuB)=XeB)u(XeB) X&(BnB)lX&B)n (X & B
XeBuB)Y=(XeB)n(XeB) Xe(BnB) U XeB)u((XeBb
XNZ)eB=XeB)nNnZeB) XuzeBl(XeB)n((ZeB)

Extensivi té : orlglnal orlglnal
X0 (X @ 8) OO L7 OU
OB O dllatation V\;T:lé:on
(XeB)O X BoB
| / .
la dilatation est extensive, et |' érosion anti-extensive, ssi B contient | origine
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Addition de Minkowski par des Convexes

J. Serra

Si dansI'espace euclidien R", AB désigne I' homothétique de rapport A de
I'élément structurant B, laloi de semi-groupe::

AB UppB = A+p)B
est vérifiée s et seulement si B est compact convexe, x,y LB => [x,y] UB.
Si, de plus, B est plan e symeétrique, il se décompose en produit de
dilatations selon des segments.

En pratique, ladilatation (I'érosion) d' un ensemble X par | éément
structurant convexe AB se ramene donc a A dilatations (érosions) par |’
élément structurant B. L' itération agit comme facteur d'homothétie.

/-0 8-

Ecole des Mines de Paris ( 2000) CoursMorpho 1. 11




\ Effetsde Bordsl

La plupart des objets d' etude sont les restrictions, —
aun rectangle Z, d'un ensemble plus vaste X. . ,

* On ne peut acceder experimentalement qu'a XNZ, .
ou XUZ, selon lavaleur 0 ou 1 gu'on décide . W .
d'attribuer al'extérieur. Or, pour B symétrique B
.

(XN Z)e B=(XeB) N (ZeB) et S
(XuZ9e® B = (X®B)u(Z°@B) = (X®B)uU(ZoB)° nsemble initial (XNZ)

o

dou ' g
[(XU Z9® B] N (ZeB) = (X®B) N (ZeB)
o Aing, lestransformées (X ®B) et (XeB) ne sont
connues qu' al'intérieur du masque Z érodé lui- . o
méme par B. o

* Pire, s I'on concaténe une suite de transformations
oN se retrouve vite avec un masque reduit a [l

Dilaté (X®B) N (ZeB)
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\Dilatation et Erosion Standardl

« D'ou Il'idée de réduire progressivement
I'élément structurant quand il sapproche des
bords du champ. On perd (progressivement ...)
I'invariance par trandlation, mais le résultat est
connu dans latotalité du masque Z

e Dans cette démarche "standard", ou |'édément
structurant x— B, devient x—B,N Z , dilatation
et erosion sécrivent :

0,(X) =(XeB) n Z
e,(X)={x:Byn Z0OXn Z}
et ladualité "complément" s exprime dansZ
*(X) = Z\ Y (Z\X)
On en deduit I' algorithme de |' érosion :
£ (X) =Z\[8,(Z\X)] = [(X U Z9eB] N Z

J. Serra Ecole des Mines de Paris ( 2000)
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Ensembleinitial (XNZ)

Dilatation standard de (XNZ)
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\ Noyaux des t-applications l

« Quand Y est une t-application, son noyau Vv se définit alors comme
I'ensemble des Y LIE dont |e transformeé contient I'origine:

v={Y,YOE: {o} Op (Y)}

S {y;} est une famille de t-applications, de noyaux v; , le sup et I'inf des y,
admettent pour noyaux respectifs v, et n v, .

. Dans le cas de |a soustraction de Minkowski par B, |I' egalitée BeB = {0}
entraine pour le noyau wy del' opérateur que

wg={Y, YUB} (1) .
D'autrepart { ¢ croissante} < { BUv, AB UOALO v} (2) .

« Théoreme: (G.Matheron, 1975) Toute t-application croissante | sur
P (E), de noyau v, est union de soustractions de Minkowski, deloi :

P(X)=0{XeB,BlOv}
[se déduit des Eq.(1) et (2);admet une version duale pour |a dilatation adjointe]
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\ Equivalence entre Ensembles et Fonctionsl

Toute fonction numérique f sur un ensemble E peut étre considéree de
maniere éguivalente comme une pile d'ensembles decroissants. Chague
ensemble est |a section du sous-graphe de f par le plan de cote A

X, ) ={xOE,fx)2A} < f)=sup{A:xOX,(H} (D

Fonction Empilement
d'ensembles
A A + Ensembles A
4
> > >
Fonction Fonction => Ensembles Ensembles=> Fonction

Il est équivalent de dire que f est semi continue supérieurement, ou que |
X, sont fermés. Inversement, pour toute famille de fermés { X, } telle que

Azp O X, OX, and X,=n{X,,L<A}
Il existe une et une seule fonction f dont les sections sont les X,.
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Dilatation d'une fonction par un éément structurant plan

Définition: En dilatant ou en ntensite

érodant chague section X; (A) d'une 60 1 __ Dilatation

fonction f par un méme ensemble o

B on engendre sur f une dilatation - T —> Original

ou une érosion, dite planaire. ° -

L eurs expressions se déduisent de o]

Eq.(D) par lesformules suivantes: W e
107 structurant

(f®B) (x) = sup{ f(x-y), yUB} ) —~r @

(foB) (x) = inf { f(x-y), - yOB} T et

 L'érosion rétrecit les pics et lignes de créte. Les pics plus étroits que |'éément
structurant disparaissent. Parallelement, elle élargit lesvallées et lesminima.

 Ladilatation produit les effets inverses.
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\ Propriétés des Opérations Pl anairesl

Les érosions et dilatations, par des ééments structurants plans ou non,
ont les mémes proprietés generales que celles enoncées pour les
ensembles. L'utilisation d'ééments structurants plans fournit de plus les
trois avantages spécifiques suivants :

Commutation avec Stabilité:

les anamorphoses: La classe des fonctions prenant n
valeurs données est preservée (n bits

eg. Log (feB) =(Logf)®B d'image se transforment en n bits) .

A A

| mplémentation :

. . Une transformation par un éement
anamor phose # anamorphose structurant plan peut étre implémenté
seuil par seuil, ou numériguement.
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Eléments Structurants non Planairesl

 Les ééments plans peuvent étre considerés comme une fonction
constante et égale a zé&ro sur un support égal a l'ensemble. Une
généralisation des ééments structurants plans consiste a introduire

une pondération des niveaux . On parle alors d'éements structurants
non plans.

A R I R

Elément h = dément

plan \ non plan “a

—WE = E

- - H = support deh
Support de Support de
|'é@ément |'é@ément
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\Dilatation de fonctions par des édémentsnon plansl

Définition :

Avec un éément structurant non
plan, la dilatation et |'érosion
sont definies par :

(f @ h)(x) =sup [f(x-y) + h(y)]

y[H

(f © h)(x) = inf [f(x-y) - h(y)]

-y OH

Remarque
Sagissant de  phénomenes
physiques on veillera a ce que f
et h soient definies dans des
unités cohérentes.

Comparaison avec la convolution:

On peut établir un paralléism
entre les formules de |
dilatation et de |'érosion et |
convolution .

Somme <=> Supoulnf
Produit <=> Somme

convolution :
h(x) * f(x) = = T(x-y) . h(y)

y[H

dilatation:
(f ® h)(x) = ySDUHp[f(X-y) + h(y)]
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Résidusde Transfor mationsl

Dé&finition :
 Le résidu entre deux transformations ) et ( est la
différence entre les résultats des deux transformations:

cas des ensembles: Py (X) = P(X) \ {(X)
cas des fonctions: Py, AX) = W(X) - ¢(X)

-0

N. B. : lesoperations Y et { ne sont pas forcement ordonnées
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Résidus pour les Ensembles et les Fonctions

» Lesrésidus d'une transformation croissante ne sont pas croissants.
Dans | e cas des fonctions numérigues on ne peut donc pas les établir
en traitant chague niveau séparément, comme pour les dilatations ou

les érosions.
« Danslecasdigital, s |I'on pose A
Xi(H)={xOE,f(x)=i} /*\

La correspondance entre lerésidusde | /\\// A
deux fonctions et I’ ensemble de leurs f
sections est |la suivante .

Xi(f-9)= UX (DX 11(9) , k0]
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\Gradients M or phologiques Digitauxl

Les gradients ont pour rble de mettre en évidence les contours. En
morphologie, on appelle gradients de Beucher, ou morphologiques,
trois modules de gradients digitaux définis al'aide du disgue unitaire B :

Gradient par erosion :

e Cest le résidu obtenu avec
comme primitives l'identité et
I’ érosion par B:
ensemblesg (X) = X / (XeB)
fonctions g (f) =f - (feB)

Original

! Erosion
1L Dil il

111 ez

Gradient par dilatation :

o C'estlerésidu obtenu avec
comme primitives la dilatation
par B et I' identite:
ensembles gt (X) = (X®B) / X
fonctions g* (f) = (feB) - f

A

]

Original

L

H” ” H<—>Gradient

J. Serra Ecole des Mines de Paris ( 2000 )
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\Gradient et Laplacien Morphologiques(digitaux)l

Gradient symétrisé:

o C'est laréunion (resp. la somme
des gradients precédents (ce qui
symeétrise lamesure) :

ensembles g (X) = (X@B) / (XeB)
fonctions g (f) = (feB) - (feB)

Erosion

L _ Original
H Dilatation

UL e

Laplacien :

Cest le résidu obtenu avec
comme primitives les gradients
par dilatation et érosion . Pour
les fonctions il vaut

L) =g () - g-(F)

Erosion

L _ Original
H Dilatation
[ - le— L aplacien
i -

Remarque : quand le pas dela grille d’ échantillonnage tend vers O, on trouve
le module du gradient et le laplacien euclidiens, s'ils existent (cf. 111,19)
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\ Références |

Sur la dilatation ensembliste :

H.Minkowski { MINO3}, en 1901, définit et étudia la dilatation telle gu’ elle est
présentée au ch. Il. Il ignora toutefois |'érosion, qui fut introduite par
Hadwiger {HADS57}, en 1957. L’éude des propriétes specifiques des
dilatations binaires en fonction de la forme de I’édément structurant date du
début des annees 70 { HAA67} ,{ SER69} { SER72} .

Sur la dilatation numérique :

L’extension aux fonctions numeériques apparut avec {SER75} {ROS76},
{MEY 77}, et fut complétee par {SER82,ch12} (fonctions semi-continues,
éléments structurants plans) et { STE83} (filtres). Les propriétes des operateurs
plans sont traitées en détail dans { SER82}, { HEI91} ,{ SOI192b} .

Sur |I"adjonction :

Cette dualité entre érosion and dilatation se manifeste pour la premiere fois
dans|’cauvre d E.Gallois (see { BIR84}). Elle fut redécouverte par J.Serra dans
{SER88,ch.1}, qui établit de plus les theoremes de représentation, et fut
enrichie de propriétés nouvelles par H.Heljmans and Ch.Ronse dans { HEI90} .
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