| Chapitre Vi |

Connexions
et fonctionsnumeriques

4 Concepts:: 4 Applications:

> Extension aux fonctions -> Etude des extrema

-> Opérateur s connexes -> Préservation des contours

-> Géodesie numerigue -> Filtresforts

-> Nivellements et auto-dualite -> Segmentation
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‘ Passage au Numeérique |

Trois passages du binaire au numerigue sont a envisager.
 Lagéodésie

C'est le plus simple. Dilatation et erosion étant croissantes, il suffit
de definir les opérations numeriques via leurs correspondantes
binaires, appliquees seuil par seuil.

e Lesapplications

Ce ne sont plus les mémes qu'en binaire. Priorité est donnée ici
au traitement des extrema et ala préservation des contours.

e Laconnexité
Latache est plus difficile. Il faut :

- soit generaliser le concept de connexion aux treillis complets,
et trouver des connexions adaptées aux fonctions numériques

- soit partir des fonctions pour induire des connexions
ensemblistes sur leurs supports. On ne présenteraici que ce second
point de vue, plus simple, mais moins puissant.
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‘ Trelllisde Fonctions (rappel) |

o E étant un ensemble arbitraire, et T designant R, Z ou une de leurs parties
fermees, lesfonctionsf : E — T forment aleur tour untreillis, note TE,
pour |'ordre produit :

f<g ss f(X) < g(x) pour tous x L E,
et ou le sup et I'inf dérivent des sup et inf numériques, i.e.
( 5= f)  ( {)X)= fix).

On convient de noter 0 alafoisleminimumdans T et dans TE

« DansTE, lesfonctionsimpulsions: |
Kyt (y) = 1 S X=Y ! Kee(Y) =0 s x#y
sont sup-genératrices i.e.toutf: E —» T est un supremum d'impulsions.

» Lademarche precédente s etend directement aux produits de treillis de
type T, c'est adire aux fonctions multivariees ( e.g. couleur).
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‘ Trelllisdes partitions (rappel) |

J. Serra

Définition : On appelle Partition d’ un espace

E toute application D: EAc(E) telle que

(1) OxOE, x0OD(X)
() O(xy) OE,

soit D(X) = D(y)
soit D(x) D(y)=0

Les partitions de E forment un trelllisy pour
I’ordre selon lequel D < D' quand chague
classe de D est incluse dansuneclassedeD'.
Le plus grand éément de y est E lui-méme, et
le plus petit celui qui pulvérise E en la
totalité de ses points.

Ecole des Mines de Paris ( 2000 )

Le sup des deux types de cellules
est le pentagone ou leurs
frontieres coincident.

Leur inf, plussimple, s obtient
par intersection des cellules.
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‘ Connexions induites par desfonctions |

But: Soit @ une connexion sur o(E) et f
. E — T. Nousvoulons construire un
critereregional o sur f tel que:

(i) OxOE, f(x) vérifie o ;
() O A,B0@,avec A B#0,

g f verifie o sur A et sur B,
alors f vérifie o sur AB.

Resultat : Une telle propriété génere une
sous-classe @, de @ qui est une seconde
connexion sur o(E).

En particulier, @, partitionne |I'espace E
classes maX|maTes verifiant le critere o.

Exemple: Leszonesouf est constante.

J. Serra Ecole des Mines de Paris ( 2000 )

L es composantes connexes
de o(R?') according g, sont
soit

- |es segments en rouge;

- ou, ailleurs, les points.
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‘ Connexion lisse |
: T A\
)\{{ )

A

Connexion lisse : E = R", muni de la connexité par arcs, et la fonction
f: E - Testfixée laclasse @ld (R") composee

1) des singletons, plusdel "ensemble vide ;

I1) de tous les ouverts Y[d (R") tels que f est k-Lipschitz le long de tous les
chemins inclusdans,

constitue une seconde connexion sur o(R"), appelée “ connexion lisse”.
| mplémentation : Soit H(X) est le cercle unité de Z2 au point x. La partition
associée a ¢ admet pour classes non ponctuelles les composantes connexes de
X={xXYE ; sup{lf(x)-f(y), yYH(X)} <k }
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‘ Exemple de connexion lisse (1) I

Commentaire: Les deux phasesdela micrographie ne peuvent pas étre
separees par seuillage. Les connexions lisses les classent selon leur rugosité.

a) Imageinitiale: b) connexion lisse de c) connexion lisse de
micrographie parametre 7 parametre 6
électronique deroche

(- en sombre, les composantes connexes ponctuelles
- en blanc, chague particule est base d un cylindre)
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‘ Connexion par sauts I

Connection par sauts : E = R", muni de la
connexité par arcs , et la fonction
f: E - Testfixée. Laclasse @ld (R")
CoMmposee :

1) des singletons, plusdel ’ensemble vide;

l1)de tous les ensembles connexes contenant
un minimum, et ou lesvaleursdef sont a
moins de k au dessus du minimum ;

constitue une seconde connexion sur a(R"),
appeléee “ connexion par sauts a partir
desminima”.

De la méme maniere, on peut partir des
maxima, ou prendre |’'intersection des
deux connexions.

J. Serra Ecole des Mines de Paris ( 2000 )

My

Composante connexe dansla
connexion par sauts de valeur
k apartir des minima..
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| Exemple de connexion par sauts |

a) Image initiale : b) connexion par sauts c) Skizdelaréeunion
section polie de d’ amplitude 12 des points sombres
grainsd alumine - en sombre, ensemble del’ image b)

des composantes

connexes ponctuelles
- en blanc, bases
(connexes) descylindres
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‘ Opérateur s connexes |

Définition ;

e Un opéaeur Y : TEATE sur les fonctions
numeériques est dit connexe ( pour un critere o)
guand la partition de E par Y(f) est plus grande
que celle de E par f.

Trois images mosaiques, dues a C. Vachier, obtenues par fusion des régions

de laLPE du gradient de a):
b) par dynamique; c) selonlesaires ; d) par volumes.
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‘Opérateurs connexes, planaires, et croissantsl

A partir d'ici, nous considérons uniguement
| ) les criteres portant sur les zones plates des fonctions ;
Il ) lesopérateurs P : TEATE qui sont planaires et croissants.

Propriétés de base:

« Tout opérateur connexe binaire (resp. et croissant) induit sur TE, viales
section planes, un unique opérateur connexe (resp. et croissant) ( H.

Heljmans) ;
* En particulier, les démarches géodesiques s étendent au cas numerique ;

* Leurséventuelles propriétées d étre desfiltres forts, de constituer des semi-
groupes, etc.. sont transmises aux opérateurs connexes induits sur TE,

On remarguera gu’ une opération peut étre anti-extensive sur TE, et extensive
sur letreillis y des partitions (les ouvertures par reconstruction, par ex.).
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‘ Dilatations Géodésiques Numériques (1) |

Soient f,g deux fonctions numeériques
de RAdans R, tellesque g <f.

« La dilatation géodésique binaire de
taille A appliquée seuil par seuil aux
sections de f marquées par celles de
g induit sur f une dilatation o ,(Q)
(S.Beucher). |

 End’autrestermes (L.Vincent), le
sous-graphe de &, (g) est forme des
points du sous-graphe def reliés au
sous-graphe de g par un chemin:

- hon descendant; dilatation géodésique numérique
- de |Ongueur < A\. de g relativement a f
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‘ Dilatations Géodésiques Numériques (11) |

 Laversondigitale part dela
dilatation géodéesique de taille unite

o(g)=inf(g+B,T)

gue l'on itere n fois pour obtenir la
tallle n

O (9) =& M(g) =& (% -... (&(9))).

* Lesérosionseuclidienne et digitale
se déduisent des dilatations
correspondantes par ladualité

8f(g): m_af(m_g)!

érosion géodésigue numerique

difféerente du cas géodésique binaire. de f relativement a g
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‘ Reconstruction Numériquel

 L'ouverture de f par reconstruction
selon g, est le supremum des dilatation
géodésiques de g dans f, considéere
comme fonction def:

Yyt 9) = {&,(9), A>0}

avec pour fermeture duale pour le négatif
¢r(f; g9)= m-y=(m-f; m-g)

e Troisexemples sont tres utiles:

- L' érosion-reconstruction;

- Le swamping, reconstruction d'une
fonction marguée par ses maxima;

Reconstruction numérigque
- L' ouverture par contraste, qui mene a de gdansf
|'extraction des maxima.
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‘ Erosion-Reconstruction |

Objectif . Préservation des contours

Alors que l'ouverture par érosion-dilatation modifie les contours des
éléments, |'ouverture par reconstruction les restitue sans changement sils
n'ont pas été eiminés par le filtrage. Dans cette reconstruction :

)

- laréférenceest le
signal original,

2 m
5%
= @
%,_i =
-
latation

)

Ouverture morpho.

- lemarqueur estun | ——

érode de laréférence: o 3
O (O
Original d% Q
yrec(f ; SB(f) ) — { @f(n)(EB(f)) n> O} Ouverture par reconst.
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‘ Application al'examen du fond de |’ oell |

Commentaire: Lebut est d' extraire et delocaliser lesanévrismes. Les opérateurs
par reconstruction garantissent qu'on retire exclusivement les pics petits et isolés
( étude de F. Zana et J.C. Klein)

a) Imageinitiale b) fermeture par c) différence a) moinsb)
dilatation-reconstruction suivie d'un seuillage
suivie d' ouverture par
érosion- reconstruction
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Swamping (reconstruction par marqueurs)

Objectif :
* Reconfigurer les maxima d'une fonction par
ouverture connexe ( par reconstruction)

Moyens:

« On utilise des marqueursi.e. une fonction §|! mar queur:
a 2 niveaux (O,m) qui identifie les pics a UGG f
garder.

e Le procédé de reconstruction crée une
fonction égale a l'originale dans les zones
d'intérét et élimine les extrema non marqués

 Le résultat fournit la plus grande fonction
<f e possédant des maxima aux points
marques. On le nomme le swamping de f Swamping def par le
par ouverture (S.Beucher, F.Meyer), cf. la marqueur m

version par fermeture in X-6.
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‘ Exemple de swamping: ouverture de contraste |

ODbjectif :
Les ouvertures morphologiqgues ou par érosion-reconstruction
éliminent les composantes en fonction de leur structure spatiae (taille,
forme). Le but du filtre de contraste est d'édiminer les composantes de

faible contraste (M.Grimaud).
I\/onens : 4 Original

Cette transformation sinterprete au CI
moyen d' une reconstruction ou: Reésultat

- laréféerence est lesignal original;

- lemarqueur del'ouverture est le \
signal original diminued'une N\
constantec.

vee(t: f-c) = {&"(f-c),n>0}

J. Serra Ecole des Mines de Paris ( 2000 ) CoursMorpho VI. 18



‘ Maxima et OQuverture de Contraste |

Maxima

N
Ay

J. Serra

Un point X du graphe de f est sur un maximum guand aucun chemin qui le
joint aux autres points du graphe n'est strictement ascendant. Les maxima
sont des parties connexes plates entourées de points situes tous plus bas.

lls sont donc obtenus par résidus de |'ouverture de contraste, lorsque la
valeur du décalage est 1.

Plus généralement, le résidus associé au decalage c extrait les maxima

entourés d'une zone descendante de hauteur 8c. On les nomme maxima
étendus (S. Beucher).
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‘ Filtres fortspar reconstruction |

Proposition(J.Serra): Soit y© une ouverture par reconstruction sur TE qui ne
crée pas de pores, et soit ¢ la fermeture duale pour le complément d une
ouverture de ce type ( mais pas nécessairement y<). Alors:

v=0'""V® e p=yT¢o'™ sontdes filtresforts.

[ Tout pore de X, d'abord bouché par ¢ (X), puis restitué par y=(X)
devient porede Xny“¢"™(X), etil 'y enapasd autresd’ ot pu(l n p) = W]

En particulier, 1 y"=¢™ est une ouverture (appréciée pour son top-hat
guand on |’ é&end aux fonctions numériques, cf. 1V-9).

Proposition (J.Crespo, J.Serra) : Soient {y,~} et {¢."} une granulométrie et
une anti-granulomeétrie du type précedent, alors :

1) Lesfiltres alternés sequentiels associés N; et M, sont forts; et

2) Lesdeux opérateursW = {¢,y;, 1<i<n} et © = {y, ¢;, 1<i<n} sont
aussl desfiltresforts.
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\Semi-groupes defiltrespar reconstructionl

Proposition (Ph. Salembier, J.Serra): Soit y*"une ouverture par reconstruction
sur E et ¢ une fermeture qui ne crée pas de composantes connexes. Alors:

dY SV (= VOV =0V < 0V 0=V"0)
[y est invariant pour y*car ¢, extensive, ne peut qu’ élargir les composantes
connexes déja existantes de Y= (X) ]

Proposition ?Ph. Salembier, J.Serra): Soit {y. "} une granulométrie et {$.} une
anti-granulométrie des types précedents . Alors:

1) pour tout i, les deux produits de compositionv. =y~ et L=y ¢.
verifient lesrelations

2 O ViV, =V, et i By = I
[Onatoujours j2i Op =< 1y - Deplus, ic
2) En conséquence, les A.S.F. associés N. et M, forment le semi groupe
N; Ni =N; N; = N

M, M;=M;M;= M

sup(ij) sup(i j)
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\ Exempled’une pyramidede F.A.S Connexes|

Connexion par zonesplates(i.e. ¢ =0).

Chaque contour est préserve ou supprime,
mais jamais déforme : la partition initiale
croit par action desfiltres successifs, qui
sont forts et forment un semi groupe

FASdetaille8

FASdetaille4

FASdetalllel (eléments structurants
hexagonaux)

|mage initiale
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\ Adjacence I

» On dérive des ouvertures par margqueur un opérateur auto-dual, nommeé
nivellement, du a F.Meyer. Introduisons d abord la notion d adjacence:

« Adjacence (J. Serra): Soit @ une connexion sur a(E). Les ensembles
X,YI0 (E) sont dits adjacents quand X L1Y est connexe, alorsque X et Y
sont digjoints.

Pour la connexion digitale définie M _
par |’ ouverture de carré 2x2 , le

marqueur ponctuel M delafigure

bien qu ' adjacent a aucun grain de
I”’ensemble X, I'est a X [ui-méme.

* Protection contre|’adjacence : la connexion ¢ protege de |’ adjacence,
quand pour tout elément M(d (E) et toute famille {B; ; ilI} dans g, il est
équivalent gue M ne soit adjacent aaucun des B, ou aleur réunion [B..
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\ Nivelements |

« Etant donné un ensemble marqueur M, considérons Ald (E) et soit

~ yu(A) la reunion des grains de A qui rencontrent M ou qui lui sont
adjacents (digoints de M mais dont I’ union avec un grain de M est connexe)

~ @y (A) laréunion de A et des poresinclus dans M, et non adjacents a M¢

o Définition (F. Meyer) : On appelle nivellement A le supremum d’activitée
A=Yu Onm
e AA) A=y, A, AA) Ac=¢, A°;
A agit sur A comme |’ ouverture vy, , et sur A° comme lafermeture ¢,, .

o Auto-dualité: L’ application (A,M)AA (A,M) de o(E)xo(E)Ac(E) est auto-

duale. S M dépend lui méme de A, i.e. M= u(A), dors le nivellement, en
tant que fonction de A seulement, est auto-dual ssi I’ est dga.

* L’extension du nivellement aux fonctions numerigques se note
(f,9)AA(T,9)

J. Serra

Ecole des Mines de Paris ( 2000 )
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‘ Propriétés desnivellements |

Voici quelques propriétes des nivellements qui justifient leur intérét:

 Proposition(F.Meyer): le nivellement (A, I\/I)A)\ (A,M) est une application
croissante de o(E)x o(E)Aa(E) qui admet I’ expression equivalente:

A=Yy U(o ¢y)
e Proposition(G.Matheron): Les deux applications
~ AA A, (A), aM fixe, et
~ MAA,(M), aA fixé,
sont iIdempotentes (et sont donc desfiltres connexes sur a(E) ) .

* Proposition(J.Serra): Lenivellement AA A,,(A) est un filtre fort, produit
commutatif de ses deux primitives, I.e.

A=yl ¢y=0y 1yy

ssl laconnexion @ protege de |’ adjacence ; A vérifie aorslarelation de
stabilitey, ( 1[0 ) =y, Oy, A, préservant le sens des variations graing/pores

J. Serra Ecole des Mines de Paris ( 2000 ) CoursMorpho VI. 25



J. Serra

\Exemplel

Image initiale : Joueur defifre, de E. MANET
Marqueurs: filtresalternés carrésdetaille 2 (non auto-dual)

Image initiale, 83.776 pels Nivellement selon ¢ y Nivellement selony ¢
dont 34.835 en zones plates zones plates : 53.813 zones plates : 53.858
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‘ Dualite pour Iesfonctionsl

* NotonsO et mlesextremanumeriques (i.e. ceux del "axedesgrisT ).
L’ involution qui remplace I’ opération de compléementf -~ m-f. Or il vient
pour le nivellement A

m-A(m-f,m-g)=A(f,9) (1)
ce qui signifiequel "application f, g - A(f, g) est toujours auto-duale.

 Deplus, s g sededuit def par une opération auto -duale, i.e. g = g(f), avec

m-g(m-f)=9g(f) (2)
(convolution, mediane), adorsle nivellement f — A(f, g(f)) est auto-dual.

 Onremarqueraque larel. (2) est différente de I’ invariance par involution

g(m-f)=g(f)
Cette derniere, vérifiée par le module du gradient, or par les extrema étendus,
par exemple, n'entraine pas |’ auto-dualite def — A(f).
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\ Exemple dedualité |

Margueur : réeunion des maxima et minima de dynamique 8 h

( invariance pour le complément).

Imageinitiale h=80
zones plates; 34.835 zones plates : 57.445

J. Serra Ecole des Mines de Paris ( 2000) CoursMorpho VI. 28



‘ Nivellements comme fonctions du mar queur |

e Etudions!’application MA A, (M) quand le marqueur M varie, a A fixé.
L’ensemble A génerel’ordre 9, dela A-activité, sur o(E), par lesrelations

M1 9a M,

S M, rencontre A ou lui est adjacent,
alors M, rencontre A ou lui est adjacent W
et s M, rencontre A€ ou lui est adjacent, ’)

alors M, rencontre A° ou lui est adjacent .

* Proposition (J. Sarra): St M, 9, M, 1l vient
A A m2 (A) = A 2 Ay (A) = A ya(A)

Cette pyramide granulométrique permet de doser I’ activité des marqueurs.
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\ Exemple de Pyramide I

Margeur (auto-dual): image initiale, apres avoir attribué zero aux h-extrema

Image initiale Nivellement pour h =50 Nivellement pour h =80
zones plates : 34.835 zones plates : 58.158 zones plates: 59.178
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‘ Exemple deréduction de bruit I

Marqgueur (auto-dual) : Convoluée gaussienne detaille 5 del’imageinitiale

a) Image initiale, plus b) Convolution c) Nivellement de a) par b)
10.000 points de bruit gaussienne of a) zones plates : 46.900
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. Références |

Sur la géodésie:
Les élements essentiels de la géodésie numérique ont éé découverts par
S.Beucher et F.Meyer dans les années 80, et publiés dans {BEU90} et

{MEY90}. L.Vincent {VIN93}, P. Soille { SOI91} et C.Vachier { VAC95} y
I’ ont compl étée d’ importantes contributions al gorithmiques.

Sur les opérateurs connexes:

Dans { MEY 90} et {SAL92}, la reconstruction est utilisee pour modifier
I” homotopie d’ une fonction, en multi-résolution. L’ ouverture par contraste est
introduite dans { GRI92} . Les pyramides d opérateurs connexes apparai ssent
dans{ SER93, ils servent pour |la compression et |le filtrage des séguences dans
{MGT96}, {SAL96}, {PAR94}, {CAS97} et {DEC97}. Les nivelements
sont dusaF.Meyer { MEY 98}, cf aussi { MAT97} et { SER98b} .

Sur les connexions pour lesfonctions ( ch. XVII1):

La notion de connexion sur un treillis, avec application aux fonctions, est due
aJ.Serra{SER98acet b}.
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