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| L a connexité en mathematiques |

« Connexitétopologique: E étant un espace topologique, ASE est
connexe sl on ne peut pas le partitionner en deux fermés non vides.
* Deux théoremes:
1- {A} i€ | famille de connexes
{NnA#0} O{ UA, connexe}
2-{ A connexe, Y application continue} LI { Y(A) connexe}.

e Connexitépar arcs (plus utileguand E =R") : A est connexe par
arcs sl il existe une application continue f pour tout couple a,b €A
avec

[a,B]eR e Ha)=a ;T(B)=Db
Pour les ouverts de R", les deux définitions sont equival entes.
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‘ Critiques |

La connexité topologique est-elle adaptee a I’ analyse d image ?

» Chague topologie impose un connexité unique, or

— Le plan discret du traitement d’ image est doté des 4- 6- et 8-
connexites,

* |es section planes (objets 3D) ou I’ échantillonnage (séquences)
ont tendance a disconnecter les objets ou les trgectoires, la
connexité topologique N’ aide pas beaucoup pour |es reconnecter;

* Plus généralement, une bonne définition en traitement dimage
doit étre opératoire, i.e. introduire des opérations spécifiques,

* Enfin la définition topologique est purement ensembliste, et |'on
aimerait pouvoir exprimer la connexite auss pour les fonctions...
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‘ Trelliset sup-générateurs |

e Un point commun aux ensembles P(E) (E espace quelcongue)
et aux fonctionsf: E- T ( T, échelle des gris) est gu’ils forment
tousdeux destrellliscompletset «bien» supgeneérés.

 Un trellis complet £ est un ensemble partiellement ordonné
ou toute famille{a} i€ | d @déments admet

— un plus petit mgjorant Vv a; , et un plus grand minorant Aa; .

 Une famille B dans £ constitue classe sup-genératrice quand
toutac £ secrit a=Vv {b;be B, 6 b<al.

e DansP(E) -lesV et A deviennent lareunion et |’ intersection;
- les @éléménts de E, i.e.les points, sont sup-générateurs
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\Treillis desfonctions numériquesl

* Pour éviter la distinction continu/digital, les droites R, Z, oul'un
guelconque de leur sous-ensembles compacts sont notés T. L'axe T
est un treillis totalement ordonné d’ é éments extrémes O et m.

« Lesfonctionsf : E — T, E espace arbitraire, forment un treillis
totalement distributif, que I'on note TE, pour I'ordre produit
f<g s f(x)<g(x) pourtout xE,

Danscetreillis,le v et |’ A, dits numériques, sont déefinis par :
(VEH)(X) =V fi(x) (A 1)) = A Ti(X) XUE.

e Deplus, dansTE lesfonctionsimpulsions:
Kee(y) =t s x=y ; k() =0 s xzy

sont sup-generatrices, I.e. tout f s'écrit sous laforme f =vk, . pour
desx LU E etdest 0T convenables.
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| Connexion sur un trallis I

L alssant tomber tout contexte topol ogique, prenons pour point de
départ I’ une des consequences de la connexite topol ogique qui,
elle, ne nécessite que le cadre des treillis.

e Connexion : Soit L untrelliscomplet. Uneclasse C O L est une
connexion sur £ quand
i) oOcC ;
(i) C est sup-generatrice ;
(it1) C est conditionnellement stable pour le supremum, i.e.
hdC e Ah#0 O  vhOCc.

* Aing, les points appartiennent a toutes les connexités possibles
sur P(E) et lesimpulsions a toutes celles sur les fonctions.
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\ Exemples de Connexionsl

La démarche proposée rassemble en une axiomatigue unique les
diverses acceptions du concept de connexite, plus de nouvelles:

En imagerie digitale, les composantes connexes au sens des
4- et 8- connexités (carre), 6-connexité (hexagone)
12- connexitée (cube-octahedre) ,
constituent quatre connexions differentes.

« En mathématiques, les connexités topologique e par arc
engendrent des connexions.

Les connexions de seconde generation ( cf. plus bas) sont des
notions qui permettent de considérer les groupes d objets
dig oints comme connexes.

L es zones plates des fonctions sont des connexions.
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‘ Ouverture connexe |

e Quverture connexe: Soit C connexion sur un tralllis £. Pour
toutsJ C, I’ opération vy,: L — L définie par

V.)=v (pOC,s<sp<sf) fOL,
est une ouverture .
— demarqueur s

— d'invariants {p O C, s<p} U {0}.
Deplusquand r,sO0C, r<s, aors vy 2.

N.B. L’opération y, appartient a la classe des ouvertures par
reconstruction, ou chague composante connexe est supprimée
ou inchangée. Ces dernieres ouvertures reposent egalement sur
d’ autres criteres (surface, diametres) que les seuls marqueurs.
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\Caractérisation d’ une Connexionl

Inversement, lesy, induits par la connexion C la caractérisent :

e Connexion induite : Soit C une famille sup-génératrice dans un
treillis L. La classe C définit une connexion ss ele coincide
avec les invariants d'une famille d ouvertures {y,, s C} telle
que (iv) pourtoutsdC ,l'onait y(s) =s,

(v) pourtoutf L, ettous r,sl]C, lesouvertsy, (f)
et y,(f) solent identiques ou digoints, I.€.

YD AYMHZ#0 O vy = v(),
(vi) pourtoutfL ,ettoutsC, s<f Oyy(f)=0

e Segmentation optimale : la famille des composantes connexes
maximaes< f,f 0L, partitionne f en ééments de y(f), et
I”’on ne peut pas segmenter f avec moinsd éémentsde C.
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\Exemplel : Erosion-Recontructionl

e L'érosion X©B, supprime les composantes connexes de X
gui ne peuvent pas contenir un disque de rayon A.

e L'ouverturey (X ; Y) demarqueur Y = X©B, reconstitue
ensuite toutes les autres.

' g -
o
. @ &
- »
> _
a) imageinitiale b) érodé de a) C) reconstruction
par un disque de b) dans a)
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\Exemple |l . Bouchage destrousl

N.B. : Algorithme rapide et efficace sauf pour lestrous qui coupent
les bords du champ.

D
%g '
eg-

Image initiale Marqueur A': Reconstruction
X bords du champ de A dans X°¢
qui rencontrent X¢ (en blanc)
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‘ Propriétés des connexions |

e Trelllisdesconnexions: L’ ensemble des connexions contenant
la classe sup-génératrice S forme un trelllis complet, ou

inf{C,}=nC, e sup{C;}=C{uUC;}

e Dilatations connexes : Soit une connexion C e S <(C une

classe sup-genératrice. Si une dilatation extensive o preserve la
connexité sur S, ellelapréserve aussi sur C .

— Ex: dans P(E), quand le dilaté (extensif) des points est
connexe, celul de toute composante connexe |’ est aussl.

 Corollaire : L’érosion et |I'ouverture adjointes a o traitent les
composantes connexes de tout ac L independamment les une
des autres.
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‘ Connexion de seconde génération |

Nous allons maintenant utiliser ladilatation pour créer une
nouvelle connexion C’ a partir d’ une ancienne C, d’ ouverturey,

* Imagesinverses. Soit d: L— L une dilatation extensive et qui
preserve laconnexion C. Alorsl’imageinverse C' =61 ((C) est
a son tour une connexion sur L, avec C’ 2C.

 Quvertureconnexe: S, deplus, L est infiniment Vv -distributif,
alors les C-composantes de d(a) sont exactement lesimages des
(’-composantesdea. L' ouverturev, de C’ vaut

v() =y 0@ Aa S x<a ;
v.(a) =0 sinon .
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\ Recherched'objets isolésl

Commentaire: On veut trouver les particules distantes de plus de 20 pixels des autres.
Ces objetsisolés ont un dilaté detaille 10 qui nerencontre pasle SKIZ del'imageinitiale

a): Image I nitiale b) : SKIZ et dilaté de a) par un
disque de rayon 10.
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\ Les Maisonsa Grand Jardin dans Nice |

Commentaire: Détail dela carte précedente, ou |'on veut connaitre les composantes
de la connexité par dilatation,et, parmi elles, celles qui sont aussi connexes par arc.
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a . Composantes de la connexité
par dilatation
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b : Les composantes isolées de a)
(selon I'algorithme précedent)
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\Connexions dansune Séquencel

b) représentation de la balle
de ping-pong dansle
produit Espacel] Temps

. , y Connexions obtenues par dilatation
a) partie d'une sequence d'images de taille 3 dans Espace[J Temps (en
gris, les regroupements)
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\ Connexité et reconstr uctions |

 Onsat gue quand le point X est un marqueur
et A un ensemble, |a dilatation géodésique
infinie U, (™ (x) fournit I' ouverture connexe \A e
ponctuellede A en x, I1.e. \ o

V(A)=U M () (1)

e Que se passe-t-il S nous remplacons le
disgue unité o par celui de rayon 10, par
exemple, dans I' Eg.(1) ? Manifestement, on
crée des groupes de particules. Mais.

1- Obtenons nous une connexion nouvelle p
l.e.qui continue de segmenter I'ensemble A?

2- Est-il nécessaire d'opérer par dilatations
selon des disques ?
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\ Géodesie et connexions |

Curieusement, la réponse a ces questions dépend de propriétés de
symeétrie des opérateurs. Une application ¢ : P(E) - P(E) est
symétrigue quand on a

XSy « ysy(x
pour tous les couples (x,y) € E.

e Proposition : Soit o: P(E) - P(E) une dilatation extensive et

symétrique, et soient x € E et A € P(E). Alors|' itéréelimite
Y(A) = U {®,"(x),n>0}

vue comme une opération sur A, est une ouverture connexe
ponctuelle.

On notera que la dilatation de départ n’a pas besoin d'étre elle
méme connexe !
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\Exemple: alignements directionnelsl

Commentaire: Bien quel' éément D de la reconstruction ne soit pas connexe, il
engendr e une connexion nouvelle, dont on a gardé les plus grosses composantes

] b) Reconstruction de A a partir .
a) Zoned' etude A de Ao 2B en utilisant I'éément D = *
oU chaque point est un hexagone unité
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‘ Treillisdes fonctions équicontinues |

* Fonctions éguicontinues. E est un espace métrigue discret ou
continu, et ¢ : R, —» R, unefonction continue al’ origine. Une
fonctiong: E - T est dite éguicontinue de module ¢ quand :

lg(X) - g(y) L ¢ [ d(X,y)] ( d = distance dans E)

On note G¢ |la classe de ces fonctions.

* LessoustrelllisG, : Pour tout ¢ , G, est un soustreillis complet
de TE. Ses éd éments sont finis, al’ exception possible des deux

extrema. Deplus, tout G, :
-estauto-dua 1 ge Gy = -ge G,
- contient toutes les fonctions constantes: a=cst [ a & G,
- est stable pour leur addition: a=cst, ge G, U a+ge G,
Quand T est fini, cestrois proprietés caracterisent lesclasses G,
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‘ Propriétés des classes equicontinues |

Un éément structurant est une application 0 qui a tout point Xk
associe un compact non vide de K’ (E). Supposons & équicontinue
pour la distance de Hausdorff, et de module ¢’

« Theoreme: I'imagede G, , par ladilatation o :
(09)(x) = V{aly),ye o(X) } xe E
est |a classe équicontinue de module ¢po¢’; de plus, d est continue.
o Consequences:
- G,, est stable pour I’ addition de Minkowski et les dilatations standard
- 1| en va de méme pour tous les filtres qui s en deduisent.

- La continuité est remplacée par le changement de module, plus fin,
régional, autodual, et valable aussi bien en continu qu’en digital.

- Les discontinuités viennent des variations brusques de o et non de g .
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‘ Exemples de fonctions éguicontinues |

e Fonctions constantes: T ¢
$=0; >
N,
e Fonctions a variation bornéek : Kk
Od: ¢ (d)<sk / )
e Fonctions de Lipschitz:
¢ (d) =k .d ar?
. Fonctionsde Lipschitz géodésiques:
d<d, O¢ (d)=k.d T, ’

J.Serra Ecole desMinesde Paris (1998) Connexité et Segmentation 23



\Ensembles pondérésl

Etant donné un module ¢, associons a chague paire ( A, g ) de
" espace produit P(E) x G, la restriction g, de gliG, aA, I.e.
lafonction

ga(u)=9g(u) s ulA . ga(u)=0 s ulA .

La fonction indicatrice de I’ensemble A est remplacée par un
poids g, non constant, ou gl1G, . On dit que g, est un ensemble
pondere. Quand le doublet (A,g) decrit P(E) x G, , I'espace
engendre par les g, senote P ,(E) .

Treillis des ensembles ponderes: L'ensemble P ,(E) constitue un
trelllis complet pour I’ ordre numérique < ; dans ce trellis, le
supremum LiI(g,); de toute famille { (g,); , 1L} est le plus petit
element de G, qui majore V(g,); sur UA; . L' infimum, plus
simple, est donné par M(gy); = (AG) ;i -
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\ Trellisdes partitionsl

Partition : On appelle Partition d’ un
espace E toute application D: E —-7P(E)
telle que

() O xOE, xUOD(x)
() 0K y)OE,

soit D(X) = D(y)
soit D(x) N D(y) =0

e Lespartitionsde E forment un treillis D
pour I'ordre ou D < D' quand chagque Lelsulp d%?eux typesde
classe de D est incluse dans une classe C¢UIesestle pentagone ou
, g leurs frontieres coincident.
deD'. Leplusgrand dément de D est E Leur inf, plus simple, S obtient
lu-meme, et le plus petit celul qui o intersection des cellules

pulvérise E en latotalité de ses points.
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\Partitions pondeér eesl

 Définition : On nomme partition pondeéréex - (gp), toute une
application A deE - P (E) telle que

(1) Ox0OE, X O D(x)
() O&,y)OE, soit (gp), =(dp)y SOt (gp)x A (Ip)y =0

e Lasous-application X - D(x) est une partition au sens usudl, I.e.
D OD; etf= v{(gp),, X E } estunefonction,i.e. fTE.
De sorte gu’ on peut noter la partition pondérée A =( D, ).

 Toute fonction f : E —» T peut se representer de plusieurs
manieres sous formede Vv{(gy), , X (E } .

* Par exemple, quand ¢ = O, tout sous ensemble de |a zone plate
de f qui contient le point x peut servir de classe D(x),
conjointement avec lafonction constante g = f(X) .
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Exemples

Bruleur de gaz Section polie de Micrographie de roche

(Connexion par sauts) grainsd'alumine (Connexion lisse)
(Connexion par sauts)
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\Treillis[ des partitions pondéréesl

o Trelllis L: Soit L I’ensemble des partitions
pondérées. Larelation

A<A - {D<D' dansD, et f<f'}

définit un ordre sur £ auquel s associe un
trelllis complet.

o Sup et Inf : Dans L, le sup YA, des {A} L
admet D = VD, pour partition. Dans chaque e E
classe D(x) de D, le poids g est la plus Pour ¢ =0, partitionsAet A*
petite majorante ¢-continue de V(gp); sur SRS Te R RIS
D(x). L' inf AA; est donné au point X, par la partitions pondérées Aand A
fonction Agp;, restreinte a ND;(x) . ne sont pas comparables dans £

_ _ Leur inf est forme de deux
o Extrema: A, .= classeunique E, poidsm  zonesplatesdanst’ et de

A, = tous |les points de E, pondéréspar 0. '
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J.Serra

\Exemplede Yed A dansLl

Commentaire . Les poids sont ici pris constants dans chague zone plate de f
etdef’,i.e.d =0.Cequi engendre deux partitions pondéerées A etA’.

...............................

Ecole desMinesde Paris (1998)

a ) Partitions pondérées
A et A’ qui sont non
comparables.

b) Fonction associée
au supremumA vy A

c ) Fonction associee
al infimumA A A
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\Cylindres dansL'

e Cylindres : On peut toujours associer a tout ensemble pondéré
galP,(E), la partition ponderee A, suivante

X = ga s x [A
X — {x} s x[A .
A, est composée de la classe g, plus d' une pulvérisation de

points, tous pondérés par 0. on appelle une telle partition
cylindre, dans L, de base A.

o Stabilité pour Yy : Lesupremum A, =YA,; d’une famille { A}
de cylindres se partitionne en classes { UA, , plustousles {x} <
[UA.]¢}. Par conséquent A, est lui méme un cylindre.

e Connexions sur E : En particulier, qguand E lui-méme est doté
d une connexion, sl des A, sont connexes and s NA, # [,
alors YA, est un cylindre de base connexe.
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Connexionssur les partitions pondér eesl

Or, les cylindres,a base connexe sont
sup-generateurs; par conséguent

Proposition : Lescylindres A de base
connexe C dans E, forment une A ;
connexion C sur L. ‘ ‘

Exemple pour ¢ =0

I’ouverture ponctuelle y, (A ) associée tﬁ:l i?]edrfg’“ndr%&ﬂ lui meme
a la connexion C , et appliquée a yHnere

partition pondérée A = ( D, ),
extrait le cylindre dont la base est IR
la classe D(x) de D qui recouvre le

point X, et ayant pour poids les

valeursdef sur D(X) . Dans L, I’ ouverture connexe
au point x estun cylindre.
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Typologie pour lesconnexionssur les
fonctions numeriques

Module ¢ M odele pour G, Signification pour f
1) =0 Fonctions constantes Zones plates
2) ¢ (d) <k
L
Fonctions & variation Zones dans lesquelles|a
maximale = k variation de f est < k,
> et saute d' une zone a

une autre

Zones dans lesguellesla
fonctions de Lipschitz ~ variation of f estlisse,
géodésiques mals pas au passage

d’ une zone a une autre

Y
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\ Exemple de Connexion par sautsdans L |

a) 12000

10000 r

8000 r

d)

Number of classes

2000

J.Serra

Weigted Partitions of Burner Image

"c:\wmmorph\born.dat" ——

6000

4000

b) C)
a) Image initiale: bruleur de gaz
b) saut d’amplitude 12 : 783 zones
c) saut d amplitude 24 : 63 zones

d) Nombre de zones en fonction des
amplitudes des sauts
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Autre exemple de Connexion par
sautsdans L

a) Image initiale : ) connexion par sauts c) Skizdelaréunion
section polie de d’ amplitude 12 des points sombres
grainsd alumine - en sombre, ensemble del’ image b)

des composantes

connexes ponctuelles
- en blanc, bases

(connexes) des cylindres
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‘ Exemple de connexion lissedans L (I) |

Commentaire: Les deux phasesdela micrographie ne peuvent pas étre
separees par seuillage. Les connexions lisses les classent selon leur rugosité.

a) lmage initiale: b) connexion lisse de c) connexion lisse de
micrographie parametre 7 parametre 6
électronique deroche

(- en sombre, les composantes connexes ponctuelles
- en blanc, chague particule est base d un cylindre)
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‘ Exemple de connexion lissedans £ (11) |

Commentaire : la connexion par sauts est la pire. Cependant, son intersection
avec la lisse, qui produit une connexion nouvelle, donne satisfaction.

a) Imageinitiale: b) Connexion par C) Intersection des
micrographie sauts d'amplitude 12 . connexions par sauts
électronique deroche. (12) et lisse (6) .
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