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Résumé

Ce chapitre a pour but de présenter les outils permettant d’une part de caractériser les micro-
structures hétérogénes et leur morphologie et d’autre part de les modéliser, a ’aide d’ensembles
aléatoires. On aborde les ensembles de points aléatoires de Poisson, les modéles booléens, les
modeéles & sphéres dures enfin quelques modéles de partitions aléatoires et de champs Gaussiens,
et on présente plusieurs exemples d’application.

1 Introduction

La structure fine des métaux, composites et autres matériaux, examinée sous ’ceil d’un micro-
scope, dépend de I’échelle a laquelle on la regarde. Un exemple typique est le béton, qui est constitué
aux échelles inférieures de mortier, de granulats, et de ciment (Stroeven, 2000). Dans la plupart des
cas, une telle microstructure apparait comme un arrangement aléatoire, dans l’espace, de « phases »,
c’est-a-dire de ses différents constituants a 1’échelle considérée. Comme 1’a noté Matheron (1967),
derriére la multiplicité de formes et de tailles, et la variété du réseau des interstices entre agrégats,
et des amas de particules, ces arrangements aléatoires présentent également un caractére répétitif
(voir la figure 1). La théorie des ensembles aléatoires, dont les développements modernes ont pour
origine les travaux de Choquet (1954); Matheron (1965) et Kendall (1974) a pour but de quantifier
et de simuler la morphologie de milieux hétérogénes par des méthodes probabilistes. Pour reprendre
I’exemple du béton, les formes d’agrégats qu’on y trouve, sans étre jamais identiques, présentent
pourtant des caractéristiques (granulométrie, notamment) bien précises (Escoda et al., 2015). 11 est
dés lors naturel d’étudier s’il est possible, au moyen d’un nombre restreint de descripteurs « morpho-
logiques », de rendre compte d’une microstructure donnée, vue comme la réalisation d’un ensemble
aléatoire (Molchanov, 2005), dans l'objectif de prédire ses propriétés mécaniques notamment, par
homogénéisation (Milton, 2002).

La premiére question, traitée dans ce chapitre, est 'objet de la géométrie intégrale (ou géométrie
stochastique) développée entre autre par Matheron (1975) et Kendall (1974). Deux problémes prin-
cipaux se posent. D’une part, la mise au point de critéres morphologiques permettant de quantifier
la forme des objets et leur répartition dans I'espace. Ces critéres font appel a des transformations
de I'image qui sont le plus souvent des opérateurs non-linéaires issus de la morphologie mathéma-
tique (Matheron & Serra, 1982). Ces méthodes s’appliquent a des ensembles ou fonctions aléatoires
qui peuvent étre trés généraux, par exemple a valeur tensorielle (Angulo, 2012), tel un champ de
déformation ou de contrainte. D’autre part se pose la question de la simulation de microstructures



FIGURE 1 — Carotte de béton « Biloba », d’aprés Escoda (2012) (source : EDF).

aléatoires représentatives de milieux réels, c’est-a-dire la possibilité de caler les modéles sur des cri-
téres morphologiques. Les modéles probabilistes de structures, qui s’appuient pour certains sur des
outils analytiques exacts, permettent de définir et de simuler des réalisations aléatoires représenta-
tives, de milieux réels. On peut citer, parmi de nombreux exemples, les travaux de Bortolussi et al.
(2018); Greco et al. (1979); Jeulin et al. (1995); Redenbach et al. (2011).

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante : la section (2) porte sur les principaux outils
théoriques et numériques permettant de caractériser les microstructures a partir d’'image bi ou tridi-
mensionnelle. Les processus de points aléatoires sont introduits en section (3), les modéles booléens
en section (4) et les modeéles a répulsion en section (5). Les principaux modéles de partition aléa-
toire sont introduits en section (6) et les structures aléatoires par champs gaussiens sont briévement
abordées en section (7). On conclut le chapitre en section (8).

2 Caractérisation probabiliste des microstructures

2.1 Ensembles aléatoires

Un ensemble aléatoire est un modéle stochastique dont les réalisations sont des parties de R?
(d = 2 ou 3 est la dimension). Pour des raisons qui seront explicitées plus loin, on s’intéresse



aux ensembles fermés inclus dans RY. La distribution d’un ensemble aléatoire est complétement
spécifiée par une mesure de probabilité définie sur une o-algébre, c’est-a-dire un espace contenant
R?, I’ensemble vide, et qui est stable par un nombre dénombrable d’unions et d’intersections. Cette
algébre est utilisée pour définir des mesures sur des sous-ensembles de R?. Ces définitions sont
explicitées en détail par Lantuéjoul (2002, chapitre 2).
Un outil théorique fondamental permettant de caractériser les ensembles aléatoires est la capacité
de Choquet. Il s’écrit :
T(K) = P{X n K # &}, (1)

ou K est un compact de R et X une réalisation d’un ensemble aléatoire. Elle satisfait les propriétés
suivantes :
i) 0 < T(K) < 1 pour tout compact K, et T(2) =0, T(R?) = 1,
i) T(K) < T(K u K') pour tous compacts K et K’
iii) Si K, est une suite de compact décroissant (au sens de l'inclusion) dans R%, avec pour limite
K, alors
lim, o T(Ky) = T(K).

La « fonctionnelle de rencontre » (hitting functional) T' peut étre vue comme une généralisation de la
fonction de distribution cumulée pour les ensembles aléatoires (Matheron, 1975). Cet interprétation
est justifiée par le théoréme suivant (Choquet, 1954; Kendall, 1974; Matheron, 1975).

Théoréme 2.1. Soit T une fonctionnelle définie sur l'ensemble des compacts K de RE. Alors, il
existe une unique mesure de probabilité P définie sur la o-algébre Fg telle que

si, et seulement si, T' est une capacité de Choquet vérifiant 1), i) et iii) ci-dessus.

La o-algébre Fg est la plus petite o-algébre contenant les ensembles fermés qui rencontrent les
compacts de RY :
Fr={FeF: FnK # o}, KekK, (2)

ot IF est ’ensemble des fermés de R? et K 1’ensemble des compacts.

Les réalisations de l’ensemble aléatoire sont dans [, c’est-a-dire des fermés. Cette restriction
vient du fait que la fonctionnelle T'(K) ne permet pas de distinguer un ensemble de sa fermeture.
Notons qu’il existe une théorie duale portant sur les ouverts de R¢ (Lantuéjoul, 2002). Cependant,
on préfére en général travailler sur les fermés car ceux-ci incluent les processus de points ou de lignes
aléatoires qui sont trés importants pour un grand nombre de modéles.

Lorsqu’elle est restreinte & un ensemble fini de points, la fonctionelle T'(K) définit la loi spatiale
de I'ensemble aléatoire X. Si K est un ensemble fini de n points :

To(x1,y ) = P{lz; € X, 1 <i<n}. (3)

La loi spatiale ne permet pas de caractériser X entiérement. Par exemple, si X est lui-méme un
ensemble fini de points, il est clair que T, = 0 pour tout n > 0. La loi spatiale permet en revanche
de définir un unique ensemble aléatoire qui est un minimiseur de T'(K), voir & ce sujet les travaux
de Matheron (1975).

Définition 2.1. On dit qu’un ensemble aléatoire est stationnaire si sa capacité de Choquet T(K)
est invariante par translation de K, c’est-a-dire :

T(K) =T(K,), Ky={k+a; keK} (4)

De plus, si les valeurs T'(K) prises par la fonctionnelle restent inchangées aprés un mouvement de
corps rigide de K, incluant donc les rotations, on dit que le modéle aléatoire est isotrope.



On suppose dans la suite que X est un ensemble aléatoire stationnaire et ergodique. On trouve
dans la littérature plusieurs définitions de ’ergodicité, une des plus générales étant donnée par Hein-
rich (1992). Celle-ci, un peu technique, n’est pas explicitée ici.

Intuitivement, I'ergodicité implique que la capacité de Choquet T'(K) peut étre calculée & partir
d’une seule réalisation X sur R? et plus précisément & partir de la densité moyenne de I’ensemble :

{zeR? : K, nX #0} (5)

Dans un tel cas par exemple, la densité de X (fraction volumique ou surfacique), calculée sur un
domaine suffisamment grand n’est plus, asymptotiquement, une variable aléatoire. Cette propriété
rejoint une définition plus opératoire de 'ergodicité proposée par d’autres auteurs (Lantuéjoul, 1991).
En pratique, on calcule la capacité de Choquet & partir d’une réalisation X de grande taille & ’aide

de :
T(K,) = P{K,nX #o}=PlzcX®K}, (6a)
X®K = {e—k zeXkek}, (6b)

les opérateurs @ et ~ définissant une dilatation morphologique, en 'occurence ici appliquée a X par
un élément structurant K (Serra, 1980). L’opérateur @ est I’addition de Minkowski :

K@K ={z+a52eK, ' eK'}. (7)

La théorie des ensembles aléatoires a été étendue par Matheron (1969) au cas de fonctions
aléatoires Z(z) (z € R?) semi-continue supérieurement ou inférieurement. En effet, si par exemple
Z(x) est semi-continue supérieurement, le sur-graphe

{(£,2) eRIxR: Z(z)> 2z} (8)

est un ensemble aléatoire dans R%*! (Lantugjoul, 2002).

Le cas de fonctions a valeur tensorielle (ou « spectrale ») nécessite des outils de morphologie
mathématique plus sophistiqués (Angulo, 2012). On peut également définir des ensembles aléatoires
sur des ensembles topologiques non ordinaires tels des nuages de points, des arbres aléatoires. Ces
théories ne sont pas abordées dans ce chapitre.

2.2 Covariance

Dans le cas ou K est un bipoint, la fonctionnelle T'(K) est la covariance de I'ensemble X.

Définition 2.2. La covariance de Uensemble aléatoire X est la fonction définie sur R x RY :
C(z,z+h)=PlzeX, x4+ he X}, z,heR 9)

Dans le cas ou X est stationnaire on a C(x,x + h) = C(h). On note p(h) = C(h)/C(0) la fonction
de corrélation.

De plus, il est clair que C'(h) ne dépend que de la norme de h dans le cas d’un ensemble aléatoire
isotrope. On estime la covariance & partir d’une réalisation d’un ensemble stationnaire ergodique
par :

Ch)y=P{lxe X nX_p}=V(XnX_y), (10)

ou V(-) désigne la densité moyenne (surface ou fraction volumique) de I'ensemble considérée.

Remarque 2.1. La covariance permet d’accéder a des informations statistiques sur l’ensemble X,
en particulier (Lantuéjoul, 2002; Matheron, 1975) :



i) C(0) = V(X),

ii) lim|h|_,oo C(h) = 0(0)2,

iii) Cxe(h) =1—=2C(0) + C(h) ot Cxe est la covariance du complémentaire de X .
La quantité en i) est la fraction volumique ou surfacique de l’ensemble X, la propriété ii) est obtenue
st les deux événements x € X et x + h € X sont asymptotiquement indépendants, lorsque h — 00.
Cette propriété est valable pour un ensemble stationnaire ergodique. FElle est fausse si par exemple
lensemble X est périodique (dans ce cas, la covariance est elle-méme une fonction périodique). La
propriété iii) montre enfin que la covariance d’un ensemble et de son complémentaire se déduit 'une
de autre.

De plus, la surface (d = 3) ou le périmétre (d = 2) spécifique |0X| de X sont donnés par :

0X| = — 1 f da oC(h)
Sq

: (11)

Wd—1 (9h h=0

la somme étant effectué sur tous les secteurs angulaires de la sphére unité S; en dimension d, et
wq_1 désignant le volume de la boule unité de dimension d — 1. Ainsi en dimensions d = 2 et 3 :

Sy(X) = _ifssda%(;gf)h_o’ (12a)
Py(X) = —;Ldaag;ﬁ)hzo, (12b)

Sy désignant la surface spécifique (densité de surface de la frontiére de X) et Pg le périmétre
spécifique. Tous deux sont exprimés en unité inverse d’une longueur. On note que dans un modéle
isotrope avec dC(h)/0h = +ow en h = 0, la surface spécifique est alors infinie (cas d'un objet
fractal). Plus précisément, on peut relier un comportement & l'origine en loi de puissance C(h) ~ h?
lorsque h — 0 (0 < B < 1) avec la dimension fractale (dimension de Hausdorff) de la surface
ds = 3 — B (Matheron, 1989b).

La fonction covariance permet d’accéder & d’autres types d’informations. Par exemple, les points
d’inflexion peuvent traduire la présence de structures imbriquées ou d’amas, les valeurs C(h) < C(0)?
des phénoménes d’anti-corrélation. Ces derniéres apparaissent notamment dans des modéles de type
inclusion-matrice dans lesquels on interdit 'interpénétration entre particules.

D’autres propriétés concernent la dérivée seconde du variogramme & ’origine. Celle-ci est infinie
en valeur absolue lorsque la surface de ’ensemble aléatoire présente un point de rebroussement, avec
une probabilité fini dans un domaine borné. Dans le cas de points anguleux, la dérivée seconde est
finie. Elle est nulle enfin si la surface est réguliére (Emery & Lantuéjoul, 2011).

Remarque 2.2. Les fonctions covariances ne sont pas quelconques. Elles sont en particulier positives
définies, c’est-a-dire que :

n
D1 AaAsClaa — x5) = 0, (13)
a, =1
pour n'importe quelle séquence de points x,, et n'importe quelle suite finie de nombres réels Ao (v =1,

vy ).

Le théoréeme de Bochner montre que la propriété ci-dessus est vérifiée si et seulement si la
covariance est la transformée de Fourier d’une mesure positive (Bochner, 1959; Christakos, 1984).
Dans le cas d’une fonction aléatoire homogeéne Z(x) dont la fonction d’autocovariance s’écrit :

x(h) =<[Z(@) = pllZ(y) — D), n=_{Z()). (14)



On montre alors que (Torquato, 2013) :

W = [ e =0, (15)

pour tout k, dés lors que x est intégrable, i.e.

f dr |x(r)] < .
Rd

Remarque 2.3. La propriété ci-dessus s’applique aux fonctions aléatoires. Elle ne permet pas néan-
moins de caractériser totalement les fonctions qui sont des covariances d’ensembles aléatoires. Un
contre-exemple est donné par Torquato (2013).

2.3 Granulométrie

Les granulométries sont définies a ’aide d’une famille d’opérateurs @) dépendant d’un paramétre
qui est dimensionné comme une longueur. Les propriétés de cet opérateur, croissant, anti-extensif
et idempotent, ont été introduits par Matheron (1975). En pratique, on considére un convexe K et
une famille d’ensemble AK (X > 0) obtenus par homothétie, qui servent de paramétre a 'opérateur
®. Dans le cas d’une granuométrie par ouverture, l'opérateur @, s’écrit :

BA(X) = (X O K) ® K, (16)
ol © est la soustraction de Minkowski :
K@K'z{:n—x’;:neK,wleK'}, (17)

de sorte que ®) est une ouverture par I’élément structurant K. De méme on peut définir une
fermeture ®(X) = (X ® K) © K.

Les érosions ou dilatations par AK définissent également des granulométries. En pratique cepen-
dant elles sont moins sensibles & la microstructures que les ouvertures et fermetures (Escoda et al.,
2015) et sont par conséquent moins souvent utilisées.

2.4 Fonctionelles de Minkowski

On s’intéresse a 'ensemble C¢ des compacts convexes de R? et aux fonctionnelles ®(K) définies
dans C?, a valeurs réelles. On définit les propriétés suivantes :

Définition 2.3. La fonctionnelle ¢ définie sur C* est
— invariante par isométrie si pour toute isométrie G (translation, rotation, réflexion etc.) et
conveze compact K, ®(GK) = ®(K),
— monotone pour linclusion si K1 € Ko = ®(K;) < ®(K3),
— C%-additive si pour toute paire de converes K1, Ko tel que K1 U Ky € C%, d(K1 v Kg) =
gb(Kl) + ¢(K2) — gb(Kl N KQ).

Le théoréme suivant est dit & Minkowski.

Théoréme 2.2. Les fonctionnelles invariantes par isométrie, monotones et C%-additives sont des
combinaisons linéaires positives de d + 1 fonctions W; dites de Minkowki homogénes de degrés d — 1,
c’est-a-dire vérifiant :

A>0 — W;(AK) = X'W;(K).



Par convention, les fonctionnelles de Minkowski prennent toutes la méme valeur en la boule unité
en dimension d.

Remarque 2.4. Intéressons-nous aux cas d =2 oud=3. On a :
- Wo(K) = |K| est le volume (d = 3) ou la surface (d =2) de K ;
- Wh(K) = |0K]|/d, ou |0K]| est la longueur (d = 2) ou la surface (d = 3) de la frontiére de K ;
- Wy 1(K) = wgy(K)/2 ouy(K) désigne ’extension moyenne de K. Siy(K,v) est l’extension
de K dans la direction v (la longueur de la projection de K sur une droite de direction v),

alors :
Soes, dvv (K, v)
Y(K) = S—dv .
’UESd
- Wa(K) =wgq si K # @, et 0 sinon.
Ainsi dans le cas d = 2,
1
b(K) = —|0K].
T
Lorsque d = 3, W5 est proportionnel & l'intégrale de la courbure moyenne :
M) = [ asmie) mo) = 5 (54 ) (18)
= m(x), mx)==—+—1,
oK 2\R1 R

ot Ri(z), Ra(z) sont les rayons de courbures en x sur la surface du convexe.
La formule de Steiner permet de relier le volume de la dilatation d’un ensemble convexe K par
une boule B(0,r) de rayon r, connaissant les fonctionnelles de Minkowski de K.

Théoréme 2.3. Soit K € C* et r > 0. Le volume du dilaté de K par la boule de rayon r est :

d

K@ B0, =Y <;l>wj(K)ri, (19)

j=0

ol (‘j) désigne le coefficient binomial en d, j.

2.5 Stéréologie

Un espace affine A; de dimension ¢ < d coupe le convexe K en un convexe A; n K. On note A;
un espace affine de dimension 7 pris uniformément parmi tous ceux qui coupent K. La formule de
Crofton (Hadwiger, 1957) donne la moyenne des fonctionnelles de Minkowski de 4; n K (ou 4; € A;)
en fonction de celles de K.

Théoréme 2.4. Les fonctionnelles de Minkowski Wj(i) de Uintersection de K € C* par un espace
affine de dimension i < d s’écrivent :
wiwd—j W;(K)

(i) ' _ i 5
E{Wj (K AZ)}AieAi e Si<i (20)

Moyennant une hypothése d’isotropie et de stationnarité, ces propriétés permettent de calculer
le volume d’objets en 3D a partir d’'une coupe bidimensionnelle supposée représentative, ou encore

la surface de ces objets & partir d’une estimation du périmétre sur une coupe (Schneider & Weil,
2008).



2.6 FErosion linéaire

Au lieu de calculer la capacité de Choquet pour un compact réduit & un bi-point (ou n points), on
choisit maintenant de 'appliquer & un segment L de longueur A et d’orientation a. Celle-ci s’obtient
par ’érosion linéaire :

XoL={){x-u}. (21)
uelL

Pour un ensemble stationnaire, on définit le moment par érosion linéaire P(h) de X par la mesure
de Lebesgues de X © L : _
P(h)=|X6L|=P{LcX}. (22)

Les propriétés suivantes sont aisément vérifiées :
— P(0) = C(0) est la fraction volumique (ou surfacique) de I’ensemble X ;
le moment par érosion linaire et la covariance ont la méme pente a Uorigine, i.e. P'(0) = C’(0) ;
pour un angle fixé a, C(h) = P(h);
a angle fixé a, P(h) est une fonction décroissante de h ;
P(x0) = 0.

De plus, on peut caractériser la granulométrie par ouverture d’un segment L par :

P{ze XoL}=P(h)—hP'(h), XoL=(XOL)®L, (23)

ou P’'(h) est la dérivée de P(h).

2.7 Volume élémentaire représentatif

On considére une mesure de la fraction volumique d’un ensemble aléatoire ergodique X, estimée
a partir d’une réalisation dans un domaine borné :

1
fV = m JV 1x(x)d.73. (24)

Définition 2.4. La portée intégrale de I’ensemble aléatoire X ergodique est la quantité, dimensionnée
comme un volume :

C(h) - C(0)*
4= | e -cor

On montre que si X est de portée intégrale A, finie, la variance des estimations fi, de f varie
asymptotiquement comme (Matheron, 1989a) :

(25)

0.2
E{(fy — £)%) = WAﬁw <|v1|> V|- w, (26)

ol les volumes V sont des compacts croissants qui recouvrent asymptotiquement R?. De plus, 1’équa-
tion ci-dessus fournit une bonne estimation de la variance dés lors que |V| » Ag. Cette relation
montre que le volume V' se comporte comme n = |V|/A; domaines indépendants de volume la
portée intégrale. Dans le cas out Ay = +0, c’est-a-dire lorsque la quantité C'(h) — f2 n’est pas inté-
grable en l'infini, la relation asymptotique (26) n’est plus valable. C’est le cas notamment de modéles
contenant des variétés poissoniennes de taille infinie, dans lesquelles des corrélations existent & des
échelles aussi grandes que 'on veut (Jeulin, 2016; Lantuéjoul, 1991). Des résultats exacts pour le
comportement asymptotique de la variance de fy de certains milieux booléens de cylindres sont
donnés par Willot (2017). Dans le cas de milieux fibreux booléens en trois dimensions contenant
des particules allongées de grande taille, par exemple, deux régimes apparaissent. La variance des



estimations fir se comporte comme ~ 1/|V|*3 dans un domaine h < £ et comme ~ 1/|V| lorsque
h > £, le changement de régime se produisant en h &~ ¢ la longueur des fibres.

On peut également associer aux champs mécaniques (par exemple le tenseur de déformation)
une portée intégrale, en étudiant le comportement asymptotique de la moyenne du champ sur des
sous-volume, cette moyenne traduisant les propriétés apparentes (par exemple le module élastique
apparent) associée a un volume de taille finie (Altendorf et al., 2014). Azzimonti et al. (2013),
par exemple, calcule numériquement des exposants distincts pour la microstructure et le champ de
déplacement (en optique) d’un modéle & dépot.

3 Processus de points

Un processus de points aléatoires est défini comme un ensemble aléatoire de points dont chaque
réalisation est un fermé qui contient un nombre fini ou dénombrable de points. En général, on suppose
que chaque réalisation est localement finie, c’est-a-dire que le nombre de points contenus dans un
compact est fini presque stirement.

Les processus de points aléatoires sont une classe trés riche de modéles stochastiques qui per-
mettent en particulier de définir des modéles d’ensembles aléatoires continus. Par exemple, une
droite dans le plan peut-étre représentée par un angle, mesuré par rapport a un axe fixe, et un réel
positif, sa distance & un point fixe. A un processus de point aléatoire dans une bande semi-infinie
[0; 2] x R correspond par conséquent un processus aléatoire de droites. Dans le cas d’un processus
de points de Poisson (que 'on définira plus bas), on obtient un modéle de droites poissoniennes
(voir la figure 2f). De méme, un processus de points aléatoires peut-étre utilisé comme germes de
schémas booléens (voir la figure 2a,b) ou d’'un modéle de feuilles mortes (voir la figure 2¢) ou encore
de partitions aléatoires (voir la figure 2d,e).

Dans la suite de cette section, on s’intéresse exclusivement aux processus de points de Poisson.
On pourra voir Van Lieshout (2000) et Daley & Vere-Jones (1988) pour une description d’autres
processus de points aléatoires.

3.1 Processus de points de Poisson homogéne

Soit X une réalisation d’un modéle de points aléatoires et T'(K) sa capacité de Choquet. Par la
suite, on s’intéresse a la loi spatiale :

Pk (n) = P{N(K) = n}, n =0,

définie pour tout compact K et entier n, avec N(K) la « fonction de comptage », c’est-a-dire la
fonction qui assigne & K le nombre de points de X contenus dans K. La capacité de Choquet s’écrit
par ailleurs T'(K) = 1 — Pk (0).

Il est naturel de supposer que dans un compact d K de volume infinitésimal, la probabilité qu’un
point soit inclus dans § K est de 'ordre du volume de K :

lim T(0K) o |[0K]|. 27
s (0K) o [6K| (27)
Par la suite on suppose que :
lim T(0K) = 0|0K|, (28)
16K |—0

pour toute suite de compacts 0 K de volume tendant vers 0 contenant un point z, ou 6 (dimensionné
comme l'inverse d'un d-volume) est une constante. Le paramétre 6 est l'intensité du processus de
point de Poisson et désigne une densité de points (nombre de points par unité de d-volume).
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Poisson-Voronoi. (e) Partition aléatoire de Johnson-Mehl. (f) Processus de lignes de Poisson.
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Définition 3.1. Un processus de point de Poisson homogéne d’intensité 0 < 6 < o0 est un processus
de points vérifiant (28) et tel que les événements K n X # & et K' n X # @& pour K et K' inclus
dans RY sont indépendants deés lors que K et K' sont disjoints.

Calculons la loi spatiale d’un processus de points de Poisson homogéne d’intensité 6. On considére
un compact K que l'on partitionne en N sous-domaines de volume infinitésimal |0 K| = |K|/N :

N! 0" | K |"e 01K

Pic(n) = (BISK)"(1 = 05K ) nl

: (29)

aprés utilisation de la formule de Stirling : z! = 2%e™%y/272z. D’aprés (29), la loi spatiale du processus
de points est donc, & K fixé, une distribution de Poisson de moyenne 0|K|, d’ou le nom de processus
de points de Poisson. De plus, il est clair que :

T(K)=1—e Kl (30)
On peut calculer a ’aide de (29) la probabilité d’événements simultanés portant sur N tels que :

P{N(K) = n, N(K') = n'}

= ZP{N(K“ K') = i}P{N(K\K') = n — i}P{N(K"\K) = n' — i},
i=0
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pour toute paire de compacts K, K’ avec n’ < n. Une formule générale similaire permet de calculer
la probabilité de 'événement (N(K7) = ni)n ... n(N(Ky) = ny) pour K; € K, n; >0, N > 1.

Remarque 3.1. La plupart des auteurs définissent un processus de points de Poisson comme un
processus de loi spatiale (29) et tel que N(K) et N(K') sont des variables aléatoires indépendantes
pour K et K' disjoints (voir par exemple Lantuéjoul (2002)).

Théoréme 3.1. Supposons que N(K) = n dans un certain domaine K. De par la propriété (28),
les n points sont distribués uniformément dans K et on peut montrer que :

pasey =i < = (3) (5t ) (- id) .

pour K' ¢ K, n’ <n. Ainsi, pour simuler un processus de Poisson dans un domaine de volume fini
K, il suffit de tirer aléatoirement un entier n selon la loi de probabilité (29), puis d’implanter les n
points uniformément dans K.

3.2 Processus de points de Poisson inhomogéne

Dans un processus de points de Poisson inhomogéne, la densité € est maintenant une fonction
de z :
lim T(O0K(z)) =0(z)|0K(zx), 32
Sdim | TOK(@) = 620K () (3
ot les 0 K (x) sont une suite de compacts de volume tendant vers 0 et contenant tous le point x. On
définit de plus :

0(K) L{ dz 0(z). (33)

Comme pour un processus de points de Poisson homogeéne, les variables aléatoires N(K) et N(K’)
sont indépendantes si les compacts K et K’ sont disjoints.
L’équation (29) reste alors valable, a condition de remplacer §| K| par 6(K)

n efG(K)
Pr(n) = G(K)n!, (34)

qui est encore une loi de Poisson. On a de méme :
T(K) =1—e 009, (35)

Remarque 3.2. On obtient dans le cas ou Uintensité 6(z) est une fonction aléatoire, localement
intégrable, un processus de Cox (Lantuéjoul, 2002). Ce processus de points aléatoires n’est pas un
processus de point de Poisson car N(K) n’est pas en général une variable aléatoire de Poisson
(voir Lantuéjoul (2002), pour des exemples de distributions non poissoniennes). Un exemple im-
portant de processus de Cox est obtenu lorsque 0(x) est lindicatrice d’un ensemble aléatoire, ce
qui permet de construire des ensembles multi-échelles (Jeulin € Ostoja-Starzewski, 2001; Willot €
Jeulin, 2011).

4 Modéles booléens

4.1 Définition et capacité de Choquet

Le modéle booléen repose sur deux ingrédients fondamentaux :
— un processus de point aléatoire de Poisson d’intensité 6(x) (voir section 3);
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— une famille A(z) (z € RY) de compacts non-vides aléatoires inclus dans R?,
qui interviennent dans la définition suivante.

Définition 4.1. Le modéle booléen d’intensité 6 associé a la famille (A(x)) est l'union de tous les
compacts A(x) implantés sur les germes d’une réalisation de points de Poisson P d’intensité 0 :

X = JA(@). (36)
zeP

Théoréme 4.1. Soit maintenant K un compact de R? et X un modeéle booléen de grain primaire A
et d’intensité 0. Le nombre N(K) de grains primaires intersectés par K suit une loi de Poisson de
parameétre E{0(A® K)} :

P{N(K)=n} = E{H({? FO" (-siocier), (37)

Cette propriété conduit au théoréme :

Théoréme 4.2. Dans le cas ou le nombre moyen de grains primaires que rencontre K est fini
(E{f(A® K)} < ), la capacité de Choquet du modéle booléen X s’écrit :

T(K) = 1 — ¢ EOASK)} (38)

pour tout compact K inclu dans R%, o on a posé :

0(B) — f dz 0(z). (39)
B
Dans le cas d’un modéle stationnaire :
T(K) =1 — e~ I0(AK)], (40)
Enfin dans le cas d’un modéle stationnaire d’intensité homogéne :
T(K) = 1 — ¢ A®K] (41)
ot |A® K| est la moyenne de la mesure de Lebesgue du grain primaire A dilaté par le compact K.

Le théoréme ci-dessus donne en particulier une expression de la probabilité P{zx € X}.

Théoréme 4.3. La fraction volumique du modéle booléen stationnaire X de grain primaire A et
d’intensité homogéne 6 s’écrit :

T({x}) = Plze X} =1—¢ M. (42)

La formule ci-dessus peut se démontrer par des moyens élémentaires. Soit f la fraction volumique
de 'ensemble aléatoire X, un modéle booléen de grain primaire A et d’intensité 6. Supposons que X
est ergodique et notons # = N/V ou N est le nombre de grains inclus dans un domaine V' de grande
taille. Aprés 'ajout de d/N grains, la fraction volumique f est changée en f + df et l'intensité en
0 + df avec dd = dN/V. Or on a en moyenne :

AN|A|

af = 51 9.

En effet, il est clair que df = dN|A|/V si f = 0 et d’autre part, si f > 0, il faut pondérer cette valeur
par le volume intersecté par X¢ uniquement, d’ou découle le terme 1 — f. On a df/(1 — f) = |A|d#
d’ou par intégration 1 — f = este + e 419 1a constante valant 0. O
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Remarque 4.1. Le théoreme (/2) est également connu en cristallisation sous le nom d’équation
d’Avrami (Avrami, 1939).

On peut démontrer (41) a partir de (42). En effet, on a 1 — T(K) = P{K < X¢}. Soit K, un
compact centré en z € R%. Alors, on a :

K,C X « 2€(X°OK) < 2z (X®K) = U [A(y)@f?]c.
yeP

Ainsi K, est inclus dans le complémentaire de X si et seulement si x appartient au complémentaire
du booléen de germes P et de grain primaire A@ K. On obtient donc exactement la formule (41). O
Notons f = P{x € X} la fraction volumique de X. On peut récrire (41) sous la forme :

T(K) = 1- (1 plAeKIA, (43)

4.2 Propriétés

Les ensembles aléatoires booléens vérifient les propriétés fondamentales suivantes.

— Matheron (1975) a montré que les modéles booléens sont « infiniment divisibles ». Un en-
semble aléatoire X est infiniment divisible si, pour tout entier n > 0, X est I'union u;Y;
de n ensembles aléatoires indépendants Y;. Cette propriété implique que 'union de deux
réalisations d’un modéle booléen est encore booléen (Serra, 1981).

— Une section (intersection avec un espace de dimension inférieure & d) d’un ensemble booléen
est encore booléen (Serra, 1983). On note qu’on ne peut de maniére générale inférer toutes les
caractéristiques du modéle dans I’espace RY & partir de celles obtenues dans une section. Un
contre-exemple est donné par un ensemble aléatoire booléen dont certains grains primaires
sont réduits & des points. On peut néanmoins retrouver toutes les informations fournies par
la fonctionnelle T'(K) lorsque K est lui-méme inclu dans l'espace de dimension inférieure.
Ceci inclut la fraction volumique. Pour un modéle isotrope 3D, on retrouve la covariance a
partir d’une section selon une droite du modéle, et on a donc accés, par exemple, & la surface
spécifique.

— Les modéles booléens sont stables par dilatation. Cette propriété découle de la formule de la
capacité de Choquet, le dilaté d’'un modéle booléen de grain primaire A par un compact K
¢tant un modéle booléen de grain primaire A@® K (Serra, 1981).

— On s’intéresse au « domaine d’attraction » du modéle booléen. Certaines limites d’unions de
partitions aléatoires sont des modéles booléens (Chiles & Delfiner, 2009; Serra, 1981, 1983),
au sens suivant. Soit X une partition aléatoire de RY et soient {X!} (i € Z) une famille
d’ensembles aléatoires obtenus en choisissant chaque cellule de X indépendamment avec une
probabilité p, et en prenant la fermeture de I'union des cellules choisies. On pose :

Y, = JXi. (44)

1<n

On laisse n — o0, p — 0 tels que pn = 6 avec 0 < 8 < oo fixé. On montre alors que, pour

tout compact K : )
lim T, (K) = 1 — e /X1 EAIXOK]} (45)

n—0o0

ot X’ est la classe des cellules de la partition aléatoire X et T}, la capacité de Choquet associé
a'Y,. D’apreés le théoréme de Choquet-Matheron-Kendall, la limite Y5, des (Y7,),, existe et est
unique et de plus, Yy, est booléen.
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Remarque 4.2. La propriété ci-dessus montre que des modéles booléens sont obtenus comme limite
d’unions de partitions aléatoires non-booléennes. Cette propriété peut étre vue comme un théoréme
central limite pour les ensembles aléatoires (Cressie € Laslett, 1987; Serra, 1981), Uunion (44)
d’ensembles aléatoires jouant le role de la somme pour les variables aléatoires. Cette propriété suggére
en outre que le modéle booléen joue un réle analogue, pour les ensembles aléatoires, o la gaussienne
pour les variables aléatoires.

4.3 Covariance
On calcule la covariance C(h) de X a l'aide de la capacité de Choquet. Elle s’écrit :
Ch) =2f =1+ (1— f)2AnAnl — o5 1 4 (1 — f)2 (RO, (46)

ot y(h) = |A n Ay est la covariogramme géométrique de A.
On connait des formules analytiques simples pour le covariogramme géométrique pour certaines
formes de grain primaire uniquement. Pour un disque de rayon R :

v(h) = 2R?* | cos™! S I (L : H(2R — h) (47)
2R 2R 2R ’
ott H(-) = 1g_(-) est la fonction de Heaviside. Pour une sphére de rayon R :
AR 3h ~ h?
h) = 1-— H(2R — h). 48

Bien que sa définition soit trés simple, on ne connait le covariogramme géométrique que pour quelques
formes élémentaires dont les cylindres de révolution (Gille, 1987; Willot, 2017), les ellipsoides, les
demi-sphéres et quelques autres formes (Gille, 2016). On le connait également dans le cas de formes
aléatoires issues de certaines partitions telles les polyédres de Poisson (Matheron, 1972), les cellules
d’une partition de Voronoi (Brumberger & Goodisman, 1983), ou du grain typique d’un modéle de
feuilles mortes (Gille, 2002).

4.4 Autres caractéristiques
4.4.1 Fonction a trois points

Soit K = {x,x + h1,z + he}, d’aprés (41) on a :

C(hi,hs) = PlreX®a+hieXao+hyeX)= e 0AVA_p1UA_p|
(1 _ f)37r(h1)77'(h2)+8(h1»h2)7 (49)
avec : (h) AU A A_pal
vy UA_p1 YU A_p2
T h = T > S h ah = ’ o
( ) 7(0) ( 1 2) 'Y(O) ( )

La encore, la difficulté principale réside dans I’évaluation de la fonctionnelle s pour des formes de
grains primaires non triviales.

4.4.2 Loi de contact
Supposons qu’un point x se situe dans le complémentaire de X et soit £ sa distance a X. La

fonction de distribution de ¢ est donné par (Serra, 1980) :

1-T(By)

PIOS D} =1

(51)

ou By, est la boule de rayon L.
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4.4.3 Surface spécifique

La surface spécifique d’'un modéle booléen X tridimensionnel est obtenue a l'aide de (12a) :

7'(0)
Sy (X) = 42201 = f)log(1 - £), 52)
7(0)
ou y(h) est le variogramme géométrique du grain primaire du modéle X. On remarque que Sy /f ~
cste lorsque f — 0, ce qui est attendu pour des grains quasi-isolés les uns des autres, sans interpé-
nétration. En revanche, S,/(1 — f) ~ log(1 — f) — oo dans le cas dual f — 17. En effet, lorsque
f — 1, le modéle booléen est constitué d’un ensemble d’objets trés allongés qui sont les interstices
(non recouvertes) entre grains primaires, ces interstices ayant un rapport surface/volume qui devient
infini.

4.4.4 Courbes d’érosion linéaire pour des grains primaires convexes

Supposons que A est un compact aléatoire convexe. La formule de Steiner (19) permet de calculer
explicitement T'(K). La mesure de A @ AK est en particulier un polynéme de degrés d en A, dont
les coefficients dépendent des fonctionnelles de Minkowski de A. Si par exemple K = [z;x + h] est
un segment de longueur h et d’orientation «, |A@® K| = |A| + h|Ay| out A, représente la longueur de
la frontiére de A dans la direction de dilatation . La probabilité P§ qu'un segment L de longueur
h soit inclus dans le complémentaire du modéle Booléen est alors (voir I'équation 22) :

P$(h) = P{Lc X = ¢ IMMOK] — ~0(Al+hlAa])
eI O=hY (O] — (1 — f)1=h"(0)/7(0) (53)

Cette relation est particulierement utile car elle permet de tester la validité de I'hypothése booléenne :
la courbe d’érosion linéaire du complémentaire d’un modéle booléen de grain primaire convere va-
rie exponentiellement avec la longueur h. Voir par exemple Escoda et al. (2015) pour un exemple
d’application de modéle Booléen a des grains polyédriques, issus de partitions aléatoires.

Remarque 4.3. En prenant pour ensemble de germes un processus de Cozx, lui-méme reposant sur
un modéle booléen, on peut générer des structures multi-échelles, voir par exemple Jean et al. (2011)
ou encore Wang et al. (2015).

Une borne supérieure de la longueur du chemin minimal traversant un milieu booléen d’intensité
uniforme ayant pour grain primaire des disques ou carrés (d = 2) ou des hypersphéres (d = 3) a
été calculé par Willot (2015) dans le cas d'une fraction volumique diluée (f « 1). Cette borne fait
apparaitre des exposants non triviaux (~ 123 pour d = 2, ~ f1/2 pour d = 3), et un préfacteur qui
dépend du diamétre dans la direction de propagation du grain primaire.

Doi (1976) a calculé les fonctions de corrélation de surface d’un modéle booléen tridimensionnelle
de sphéres. Pour un ensemble aléatoire X, ces fonctions de corrélation sont définies par les quantités :

Fo(z1,22) = (X(@1)s(22)), (54a)
Fos(wy,22) = (s(x1)s(x2)), (54b)
avec x(-) l'indicatrice de X, 1 — x(+) celle de X€ et :
s(z) = [Vx(z)l, (55)
ou V est le vecteur nabla de composantes 0/0z; (i = 1, ..., d), x; étant la i-éme composante de z

dans un repére cartésien. Pour un ensemble aléatoire stationnaire, les fonctions de corrélation Fig et
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F, ne dépendent que de 1 — x2, et seulement de h = |x1 — 2| pour un modéle isotrope. On a de
plus, lorsque h — oo (Torquato, 2013) :

Fy(h) ~ fs, Fo(h) ~ 8%, r— o, (56)

ou s est la surface spécifique de 0.X.
Torquato (2013) donne pour le modeéle booléen de sphéres, en dimension 3 :

Fy(r) = —3logl = f) [2 — WL)] [1 - <1 - h) H(2R — h)] (57a)

R 7(0) 2 4R
[, v ol -], (1 h INE
R = |2 w<o>H w1 (- 4 Her )
3log(1l — f)
—WH@R — h)} : (57b)

Les fonctions Fj, et Fj, interviennent notamment dans les expressions de certaines bornes de la
perméabilité de milieux poreux (Berryman & Milton, 1985; Bignonnet, 2018; Doi, 1976; Willot
et al., 2016).

5 Modéles RSA

Le modéle RSA, pour “random sequential adsorption” (Talbot et al., 2000) est un modéle dans
lequel, au contraire du modéle booléen, des grains sont ajoutés séquentiellement en interdisant
I'interpénétration. Dans le cas le plus simple, I'intensité est prise uniforme dans R?. Lorsqu’un grain
recouvre en partie un grain préalablement placé, il est rejeté (voir Mansson & Rudemo (2002) pour
d’autres modéles de grains disjoints). On connait peu de résultats exacts pour le modéle RSA| mis
a part dans le cas unidimensionnel (Torquato, 1995).

Pour une fraction volumique faible de ’ensemble aléatoire, le modéle RSA est asymptotique-
ment égal & un milieu booléen et les positions des grains sont ceux d’un processus de points de
Poisson (Mansson & Rudemo, 2002). Le modéle RSA ne permet pas de générer des réalisations
a forte densité. Dans ce cas, il est nécessaire de mettre en ceuvre des techniques particuliéres, ol
des objets sont placés et des forces de rappel sont imposés entre objets qui s’interpénétrent. Cette
approche a notamment été proposée pour la modélisation de milieux fibreux (Altendorf & Jeulin,
2011). Les images de la figure (3a) montrent des coupes bidimensionnelles, selon deux directions
orthogonales, d’un matériau composite et la figure 3b un modéle aléatoire de fibres reproduisant les
caractéristiques de la microstructure, notamment le rayon de courbure des fibres et leur tortuosité.

6 Partitions aléatoires

Une partition aléatoire est par définition un ensemble d’ouverts bornés (cellules) de R? disjointes
deux a deux et dont la fermeture de 'union recouvre tout I’espace. Matheron (1969) a montré qu’on
pouvait définir des probabilités sur une o-algébre définie & partir de telles partitions de R? auquel
on ajoute ’ensemble des points situés aux bords des cellules (voir Lantuéjoul (2002)).

Deux approches sont possibles pour calculer des propriétés portant sur des caractéristiques des
grains (nombre de voisin, surface moyenne etc.). Dans le premier cas, on s’intéresse a la cellule qui
contient l'origine (il en existe une avec probabilité 1), dénommé cellule fondamentale. Dans la seconde
approche, on calcule la distribution d’une caractéristique sur ’ensemble des cellules de toutes les
réalisations, ou sur toutes les cellules d’une réalisation d’un modéle ergodique. Bien qu’aucune cellule
n’ait été choisie en particulier, on parle dans ce cas de cellule typique. Dans le premier cas, qui est
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FIGURE 3 — (a) Milieu fibreux composite. (b) Modeéle. Source : Altendorf et al. (2014).

une distribution en volume, les cellules de grand volume seront plus représentées que dans le second,
qui consiste a calculer une distribution en nombre.

Dans tous les exemples suivants, on suppose que le nombre de cellules intersectées par un compact
est fini avec probabilité 1.

6.1 Partition de Voronoi

La partition aléatoire de Poisson-Voronoi est définie par les zones d’influence C(g, X)) de germes
d’un modéle de points de Poisson P. La cellule C'(g, X) associé au germe g € P est :

Clg,X)={xeR? . |z—g|<|z—d|YdeP, ¢ +#g} (58)

Cette cellule est un polytope convexe délimité par des parties d’hyperplans. Malgré la simplicité
du modéle, les résultats analytiques sur le modéle de Voronoi sont limités. En trois dimensions, on

connait la distribution en volume de la surface de la cellule typique C}, dont la moyenne s’écrit (Miles,
1974; Mgller, 1989) :

2/7(d — DIT(1 + d/2)'~V41(2 — 1/d)

oGl = == ar(a+ nora-12

(59)

ou I'(+) est l'extension de la fonction factorielle & R (I'(n) = (n — 1)! pour n entier). Des résultats
similaires sont connus pour les longueurs moyennes des lignes triples du grain typique, et plus
généralement pour les d’-volumes de dimension d’ < d des d'-facettes de la cellule typique de la
partition aléatoire de Voronoi de dimension d.

La distribution en nombre de la surface ou du volume des cellules de Voronoi est souvent mo-
délisée, de maniére approchée, par des lois gamma (Farjas & Roura, 2008; Ferenc & Néda, 2007),
ce résultat étant exact en dimension 1. Il est & noter que la section 2D d’une partition 3D de Vo-
ronoi n’est pas une partition de Voronoi en deux dimensions. Celle-ci présente en particulier des
distributions de taille de cellules distinctes.

La distribution du nombre de cotés de la cellule typique d’une partition de Voronoi bidimen-
sionnelle a été calculé par Calka (2003a). Le méme auteur a étudié la distribution de laire et du
périmétre de la méme cellule (Calka, 2003b) et d’autres quantités liées notamment a la taille du plus
grand disque inclus dans la cellule typique, qui a pour centre un point de la cellule (Calka, 2002).
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6.2 Partition de Johnson-Mehl

Une partition aléatoire de Johnson-Mehl est définie a partir d’un processus de points de Poisson
dans R? x R, la derniére dimension étant une dimension temporelle. Des germes g¢; (i = 1, ..., N)
sont implantés de maniére séquentielle a des temps t; (i = 1, ..., N). Les classes C(g;, X) associés
sont données par :

Clgi, X) = {z e R? ti+W<tj+WVj¢i,}. (60)

ol v est une vitesse de propagation des bords des cellules. Un choix différent de v revient a changer
I’échelle spatiale et ne modifie pas fondamentalement le modéle. Le modéle de Johnson-Mehl est
peut-étre le modéle le plus simple permettant de générer une partition aléatoire dont les grains ne
sont pas convexes.

6.3 Partition de Laguerre

Les partitions aléatoires de Poisson-Voronoi et de Poisson-Johnson-Mehl ne dépendent essentiel-
lement que d’un parameétre, 'intensité du processus de point de Poisson, qui est un facteur d’échelle
et ne modifie que trivialement la structure obtenue. Dans beaucoup d’applications, on souhaite gé-
nérer des partitions aléatoires avec une distribution prescrite d’une caractéristique géométrique des
cellules. Par exemple, on se donne une distribution en nombre du volume des cellules. Pour cela,
il convient, en reprenant les exemples précédents, d’assigner & chaque germe un poids représentatif
des caractéristiques du grain.

Etant donné un processus de points de Poisson aléatoires g;, la partition de Laguerre consiste &
diviser R? en cellules définies par :

C(gi, X) = {meRd : ]w—giP—r? < ]J:—gj]2 —7’]2 Vi #i,}, (61)

ou les r; sont des poids positifs affectés a chaque germe, qui suivent une certaine distribution R.
Tout comme la partition de Voronoi, les cellules d’'une partition de Laguerre sont des convexes
polytopes, cependant, contrairement au modéle de Voronoi, certaines cellules peuvent étre vides, et
certaines peuvent ne pas contenir leur germe. Le modéle de Laguerre offre surtout des degrés de
liberté supplémentaires. On peut jouer sur la distribution de taille R pour simuler des cellules avec
des distributions de volume bien plus étalées que la partition aléatoire de Voronoi (Lautensack &
Zuyev, 2008) ce qui permet de modéliser des milieux cellulaires ou des mousses (Redenbach, 2009),
ou encore des polycristaux.

6.4 Partitions aléatoires de Poisson

On définit une partition aléatoire de Poisson par un ensemble d’hyperplans dans R?. Chaque
hyperplan est paramétré par sa distance a 1’origine ainsi qu’une direction dans la demi-hypersphére
Sd+. Le modéle peut ainsi étre vu comme un processus de Poisson dans R x S:[. Ainsi, il est
complétement déterminé par un unique paramétre, l'intensité # du processus de points de Poisson.
Les cellules de la partition aléatoire de Poisson sont les parties de R% délimités par les hyperplans
de Poisson.

Un grand nombre de résultats exacts sont disponibles concernant le polytope typique de la
partition de Poisson. Miles (1964, 1974) a calculé son périmétre moyen (d = 2), le nombre moyen
de sommets, la longueur totale moyenne de ses bords et sa surface moyenne (d = 3). De maniére
générale, pour le volume Fy de la variété de dimension d’ < d du polytope typique C; :

E{Fy} = (j) oy (62)

o (a0
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Matheron (1975) donne la valeur moyenne de la fonction de Minkowski de Cy :

d—i
W; 2 .
E{W;(Cy)} = , 0<i<d 63
i) - 2 (2)) i (63)
Miles (1974) donne le nombre moyen Ny de la d'-face (variété de dimension d' < d) de la cellule
typique C} :

E{Ng} = 27 (j). (64)

On montre de plus que la partition aléatoire obtenue par intersection d’une partition de Poisson
dans R? par un hyperplan de dimension d’ est encore une partition de Poisson dans R? . Son intensité
s’écrit (Miles, 1964) :

g =1y (65)
Wd'—1

Les trois premiers moments de la distribution en volume de la cellule fondamentale Cy de la

partition de Poisson ont été obtenus par Matheron (1975). En particulier sa moyenne s’écrit :
dlwy

E{|Ct|} = ———. 66

(el = =gy (66)

Les modéles de partitions aléatoires de Poisson ont été utilisés notamment pour modéliser les

granulométries obtenues par tamisage de granulats de béton (Escoda et al., 2015) ou encore pour

modéliser les matériaux cimentaires (Heinemann et al., 1999). D’autre part, ces cellules peuvent étre

utilisées comme grains primaires aléatoires de modéles booléens, par exemple pour représenter des

carbures de tungsténe (Quénec’h et al., 1996).

6.5 Modéle de feuilles mortes

Le modéle de feuille morte est introduit a 1’origine par Matheron (1968) et a été étendu par (Jeu-
lin, 1979) (voir également Serra (1983)). Il s’agit d’'un modéle booléen séquentiel qui asymptotique-
ment rempli tout 'espace et définit une partition aléatoire. On dispose de n « couleurs » indexées
par un entier i € Z. Les « feuilles » sont des compacts aléatoires de R? qui apparaissent en des
temps —o0 < t < 0, selon un processus de points de Poisson d’intensité 6 dans R? x R_. On assigne
a chaque feuille une couleur dans Z indépendamment de la couleur des autres feuilles. Les feuilles
de couleur i apparaissent dans U'intervalle de temps [¢;t + dt] avec une probabilité p;. Celles appa-
rues dans U'intervalle de temps [¢;¢ 4+ d¢] forment un modeéle booléen de grain primaire le compact
aléatoire A;. On note A(x,t) le grain apparu en x a l'instant ¢. Les grains recouvrent ceux apparus
précédemment.

A Tinstant t = 0, Pespace R? est recouvert en tout point par un grain avec une probabilité 1. La,
partition aléatoire est formée des cellules A(x,t) non recouvertes. Celles-ci sont de plus marquées
par une couleur dans Z. Les cellules ne sont pas en général connexes.

On sait calculer pour ce modéle la probabilité que chaque point y; d’un ensemble fini de points
Y < R? soit de couleur donnée, dépendant de y; (Lantuéjoul, 2002). En particulier on a accés a la
distribution spatiale & deux points, qui s’écrit, en reprenant les notations de Lantuéjoul (2002) :

ai(aj — bj) + aj(ai — bz) + abi&-j

P{Z(x) = i, Z(y) =} - o ,

(67)

ou J;; est le symbole de Kronecker, Z(z) est la couleur de la partition au point « & 'instant ¢ = 0
et :

a; =0pIIE{]AZ|}, bZ =c9pl-Ki(:1c—y), CLZZCLi, b:Zbia (68)
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avec K;(-) le covariogramme géométrique de A; :

E{‘(A@M)\(Ai@mm = Ki(0) — K;(z — y). (69)

Le modéle de feuilles mortes est souvent utilisé pour modéliser les phénoménes d’occlusion dans
les images naturelles (Lee et al., 2001), ou pour analyser les images bidimensionnelles obtenues par
microscopie électronique, par exemple les poudres (Jeulin et al., 1995). L’ensemble des grains intacts
a t = 0 est par ailleurs un modéle aléatoire intéressant permettant de générer des empilements de
forte densité, si on a bien choisi les intensités et grains au cours du temps (Jeulin, 2019).

6.6 Modéles de partitions aléatoires généralisées

Les partitions aléatoires reposant sur des processus de points de Poisson peuvent étre généralisées
en utilisant des métriques locales (non nécessairement euclidiennes) attachées a chaque germe (Jeulin,
2013) et réinterprétées a partir de modeéles de fonctions booléennes. La figure (4a) montre un exemple
de partition aléatoire a grains non convexes (Gasnier et al., 2015a), obtenue a partir d’'un modéle de
Johnson-Mehl généralisée avec distance anisotrope. Celui-ci modélise un polycristal dont les joints de
grains, vue par microscopie électronique a balayage (MEB), ont été détourés (figure 4b). Le modéle
est tridimensionnel, 'image MEB bidimensionnelle. Les formes de cellules du modéle de Johnson-
Mehl avec distance anisotrope sont plus allongées que dans le modéle de Johnson-Mehl classique. Le
modéle est macroscopiquement isotrope.

On peut citer également Figliuzzi (2019) qui propose une approche permettant de générer des
interfaces entre grains avec rugosité controlée et une méthode de simulation rapide de partitions
aléatoires sur une grille de voxels.

FIGURE 4 — a) Section bidimensionnelle d’une partition aléatoire de Johson-Mehl modélisant un
polycristal. b) Image expérimentale segmentée. Source image a) : d’aprés Gasnier et al. (2015b).
Image b) : Philippe Lambert/CEA le Ripault.
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7 Champs gaussiens

On décrit brievement dans cette partie comment définir et simuler une fonction aléatoire gaus-
sienne ainsi qu'une excursion gaussienne. La théorie des fonctions gaussiennes est étudiée & 'origine
par Rice (1944) dans le cas unidimensionnel et par Longuet-Higgins (1957) en deux dimensions.
Bardeen et al. (1985) définit une fonction aléatoire gaussienne comme une fonction dont les lois de
distribution & n points sont des gaussiennes multivariées.

Les modéles d’excursion gaussienne permettent en particulier de simuler des microstructures
ayant une fonction de covariance fixée. La covariance détermine par ailleurs entiérement la fonction
aléatoire gaussienne. Dans la suite de cette sous-section, on explicite comment générer un tel mo-
dele. On pourra voir Lantuéjoul (1994, 2002) pour une description détaillée des fonctions aléatoires
gaussiennes.

Soit U(x) un bruit gaussien, c¢’est-a-dire telle que U(x) est une distribution normale pour tout =
et U(x), U(z') sont indépendants si x # '

FIGURE 5 — a), ¢) : Image MEB (apreés segmentation) de couches d’anodes de piles & combustibles.
b), d) : Modele de plurigaussiennes. Source : d’aprés Abdallah et al. (2015).
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FIGURE 6 — a) Image MEB d’une mousse issue de piles & combustible. b) Réalisation d’un modéle
« booléen aléatoire a coque ». Source : d’aprés Abdallah (2015). Image a) : A. Chesnaud/Mines
ParisTech.

On considére la fonction aléatoire Z(z) et 'ensemble aléatoire X :

X = {w eR%: Z(z) > A}, (70a)
Z(x) = (w+U)x),  Ulz)~N(0,1), (70D)
ol w est une fonction de poids, A un scalaire, * désigne un produit de convolution, et N'(0,1) est la

distribution normale de moyenne nulle et de variance 1. La moyenne de la fonction indicatrice de X
vaut :

f=P{Z(x) = A} = P{N(0,1) = A}, (71)
ce qui détermine A en fonction de f :
A= (1= ), (72)

ol I est la fonction de distribution cumulée de la distribution normale. La fonction de poids w
vérifie :

f w?(x)dz = 1, w(z) = w(—x). (73)
Q
Celle-ci est reliée a la covariance C'(h) de X par (Bron & Jeulin, 2011) :
o - ! pth) 1 22 A
= — 1+t
0 =5 | perran (1)

ou px(h) = (w*w)(h). La fonction w est obtenue grace a :

w=FT {\/W} (75)

ott FT et FT~! sont les transformées de Fourier direct et inverse dans R?. Une fois X calculé, la
fonction p est obtenue en inversant numériquement (74) et w est donné par (75).

Un modéle reposant sur des excursions gaussiennes est développé par Abdallah et al. (2015)
(figure 5). Pour simuler un milieu aléatoire a trois phases, on suppose qu'il existe deux ensembles
aléatoires indépendants X et Y tels que I'une des phases est donnée par X, une autre par Y\ X et la
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FIGURE 7 — Réalisations aléatoires de trois modéles probabilistes avec la méme fonction trivariée.
a) Excursion gaussienne. b) Partition aléatoire de Poisson. ¢) Modéle de feuilles mortes. Source :
d’aprés Chiles & Lantuéjoul (2005).

troisiéme par le complémentaire de I'union des deux autres. De part I'indépendance des ensembles
aléatoires X et Y, la covariance croisée C1o des phases 1 et 2 est donnée par les covariances C; et
Cs de ces mémes phases. En effet :

Ci2(h) = P{x € phase (1);x + h € phase (2) }

C2(0)[C1(0) — C1(Rh)]
1—C1(0)

(76)

Cette propriété permet de tester si une modélisation a ’aide d’ensembles indépendants X et Y est
possible, peu importe le choix de X et de Y. De plus, on peut calculer les covariances de X et
Y a partir de celles des phases 1 et 2. La figure (5) représente les résultats obtenus dans le cas
d’excursions gaussiennes pour X et Y. Ce modéle est utilisé pour représenter la microstructure de
couches d’anode formée de deux phases solide et d’une phase poreuse, présent dans certaines piles
a combustible, et dont on ne connait que des représentations bidimensionnelles. Le modéle a été
comparé a une approche basée sur des graphes (Neumann et al., 2019).

8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques-uns des modéles aléatoires parmi les plus utilisés.
Ils sont parcimonieux, au sens oul ils sont définis par peu de paramétres. D’autre part, ils peuvent
en général étre facilement simulés, et on dispose en plus, dans certains cas, de résultats analytiques
exacts. Dans les cas de figure les plus simples, ils peuvent étre directement mis en ceuvre pour
modéliser une microstructure particuliére. Dans d’autres cas, il conviendra de combiner plusieurs
modéles pour générer des structures représentatives des microstructures, notamment multi-échelles
(un exemple de combinaison de modeéles est représenté en figure 6). Les calculs et simulations nu-
meériques, non abordées dans ce chapitre, sont alors souvent nécessaires.

La difficulté principale de ces approches réside dans la détermination des critéres morphologiques
pertinents et dans le choix du modéle. Pour illustrer cette problématique, on peut se référer a la
figure (7) qui représente trois microstructures isotropes ayant les mémes fonctions covariances et les
mémes fonctions a trois points (Chiles & Lantuéjoul, 2005). Cet exemple illustre a quel point les
covariances et méme les fonctions trivariées, restent « aveugles » et ne permettent pas de distinguer
I'une de 'autre des géométries pourtant trés différentes. Dans le cadre des approches par ensembles
aléatoires, la question du choix du modéle reste un probléme ouvert.
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